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Préface

Après Montréal en 2005, la ville de Metz est ravie de vous accueillir pour les XIIIèmes Rencontres de la
Société Francophone de Classi�cation qui se tiennent sur le campus de l'Université Paul Verlaine, sur l'Ile du
Saulcy du 6 au 8 septembre 2006.

Les actes de cette année témoignent encore une fois de la diversité et de l'intérêt de la classi�cation. Plusieurs
domaines d'application sont présents dans les divers papiers : bioinformatique, biopuces, données textuelles,
image, etc.

Cette manifestation est organisée par le Laboratoire d'Informatique Théorique et Appliquée de Metz (LITA).
Sans le soutien de notre université, de notre IUT et de nos partenaires publics et privés, cette manifestation
n'aurait pas pu avoir lieu. Qu'ils soient ainsi remerciés ici, de même que les membres du comité d'organisation et
du comité de programme qui nous ont aidés. Nous souhaitons porter une attention toute particulière à Damien
Aignel, secrétaire du LITA, pour sa disponibilité et sa contribution pour l'organisation du colloque.

En�n nous remercions tous les invités qui ont gentiment accepté d'intervenir et tous les auteurs des articles
qui composent cet ouvrage qui, par leur travail, font prospérer la discipline.

Metz le 04 juillet 2006,

Les éditeurs
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Complex Statistical Models for Object Recognition and Mass
Spectrometry

Joachim M. Buhmann

Institute for Computational Science
ETH Zurich, Universiẗatstrasse 6
8092 Zurich
jbuhmann@inf.ethz.ch

RÉSUMÉ. Modern Artificial Intelligence uses graphical models with a complex dependency structure to generate data representa-
tions for applications like e.g. computer vision, robotics or computational biology. Model selection and parameter optimization
in high-dimensional parameter spaces arise as core problems in the inference process where new solutions have to developed to
reconcile the tradeoff between statistical precision and computational complexity. In this contribution, the challenges of these
learning problems are demonstrated in the context of image categorization and of unsupervised learning in proteomics, i.e., de
novo peptide sequencing from mass spectrometry data. Both application domains require highly structured statistical models
and efficient algorithms to process gigabyte of data for structure detection as demonstrated in [OMM 06, FIS 05, FIS 06].

MOTS-CĹES :Machine Learning, graphical models, HMM

1. Introduction

Machine learning today faces challenging problems in data analysis areas where massive amounts ofunlabeled
data are collected in large scale screening experiments or by online monitoring. Computer vision as well as com-
putational biology and bioinformatics share this common property as application domains that large amounts of
unlabeled data are readily available and that intelligent processing of these data sets require sophisticated statistical
models with an adapted model complexity. Issues like model and parameter selection dependent on the reliability
of the data and the robustness of the models arise at a level of complexity which has rarely been encountered in
the past. This contribution demonstrates how complex and heterogeneously structured statistical models can be
learned from data with as little supervision as possible. The frist model is used to categorize image data and the
second model extracts peptide sequence data from mass spectra.

2. Composition Systems for Computer Vision

The richness in appearence of objects in images requires a highly flexible data structure which uses parts and
combination of parts to build internal models of image content. A conceptionally novel approach has been sugges-
ted and championed by S. Geman with hiscomposition systems[GEM 98] where a complex scene is decomposed
in objects, parts and parts of parts. This proposal for a data representation of images which has been developed for
image parsing, e.g., for handwritten character recognition and licence plate reading.

The model can be best explained by considering recognition, see Figure 2(a). Given a novel image, salient
image regions are detected in a first stage using a scale invariant Harris interest point detector. Each region is then
described by localized histograms. In a next step a perceptual grouping of these local part descriptors is performed
to obtain a set of possible candidate compositions. This grouping leads to a sparse image representation based on
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FIG . 2. (a) Recognition based on compositions. (b) Learning relevant compositions (learning stage L2 from (a)),
see text for details.

(probably overlapping) subregions, where each candidate represents an agglomeration of local parts. Consecuti-
vely, composition candidates have to be encoded. Therefore all detected local part descriptors are represented as
probability distributions over a codebook which is obtained using histogram quantization in the learning stage.

2
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FIG . 3. Mass spectrum of the peptide “FGLSIVR” and the peaks of the a possible peptide split into prefix sequence
“FGL” and suffix sequence “SIVR”.

This codebook models locally typical configurations of the categories under consideration. A composition is then
represented as a mixture distribution of all its part distributions, i.e. abag of parts. The full processing pipeline is
depicted in Figure 2.

In a next stage relevant compositions have to be selected, discarding irrelevant candidates that represent back-
ground clutter. The set of relevant compositions has to be computed in the learning phase from the training data in
a weakly supervised manner (see Figure 2(b)). As intermediate compositional representations should have limited
description length, this learning obeys the following rationale : (i) Firstly, we aim at a set of compositions that
occur frequently in the visual world of the categories under consideration. For that purpose all composition can-
didates found in all the training images are clustered and the prior assignment probabilities of candidates to these
prototypes is estimated. (ii) Secondly, relevant compositions have to support the discrimination of sets of categories
from another. Clutter that is present in many different categories or configurations has to be discarded to reduce
the model complexity. In order to find a relevance measure for discriminating categories, the category posteriors
of compositions are learned from the training data. An image is then represented as abag of compositions, i.e. a
histogram over the detected groupings. Details can be found in [OMM 06].

3. Mass Spectrometry with Chains of Hidden Markov Models

In the process of high-throughput protein identification, mass spectrometry has attained considerable impor-
tance during the last decade. Analysis based on mass spectrometry typically starts with a complex protein mixture
which is fractionated either by gel electrophoresis or other fractionation methods in order to reduce the complexity
of the sample. The proteins are then digested by a specific enzyme like trypsin. The resulting set of peptides is
measured by a tandem mass spectrometer coupled with a high performance liquid chromatography device. This
preprocessing enables the molecular biologist to single out one particular peptide with a parent masM , e.g.,
“FGLSIVR” in Figure 3. In a second stage, this peptide (or a mixture of few peptide with almost identical mass) is
fragmented by low energy collisions with a noble gas. This fragmentation process yields the MS/MS spectra that
ideally contain the masses of allN -terminal andC-terminal fragments of the unknown peptide.

In the following we will discussNovoHMM, a hidden Markov model that generates mass spectra as a finite auto-
maton over states that correspond to masses (measured in Dalton). The simplest model of an amino acid sequence
is a list of random variables with 20 different states, each representing one amino acid in the sequence. The tran-
sitions are the conditional probabilities of observing a certain amino acid at positiont, given the observation at
positiont− 1.

A random variable in a one-dimensional Markov model only depends on the preceding variable in the sequence.
Since the parent mass constraint has to be fulfilled, we have to know the total mass of all preceding amino acids.

3
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FIG . 4. State transitions in the finite state automaton for tandem mass spectra. Solid arrows denote the possible
transitions while generating a peptide. AfterM steps the automaton is forced to take the positive or negative end
state (dotted arrows).

This information is coded in the model depicted in fig. 4 by the chains with as many states as the respective amino
acid weighs in Dalton. The transition graph of the augmented model is depicted by the solid lines in figure 4. A
missing edge in this graph denotes vanishing transition probability. Once the first state of an amino acid has been
selected, the transitions are constrained to all subsequent states of this amino acid. At the end state of an amino
acid, a transition occurs according to the corresponding transition probabilities in the amino-acid-based model.

The resulting model can represent amino acid sequences of arbitrary length with a state sequence of 1 Da step
size. In tandem mass spectrometry, however, we actually have additional information in form of the measured
parent massM of the two peptide fragements. This mass constraint enforce the HMM to end in an end state of an
amino acid chain (denoted bys+) when the end of the mass scale has been reached. Details of this HMM structure
and how the mass peaks in the mass spectrum are generated, can be found in [FIS 05].

4. Conclusion

The image categorization problem and the mass spectrometry problem are characterized by a large amount of
noisy or incomplete data. The probabilistic modelling approach allows us to adapt to the noise perturbations in
the data and it provides a quality score for the learned model. Deterministic models behave in a much more brittle
way and produce inferior results in recall experiments on benchmark data sets. The compositional categorization
system andNovoHMM perform competitively or even outperform alternative approaches on standard benchmark
tasks.
Acknowledgement: This is joint research with B. Fischer, B. Ommer and V. Roth and project partners.
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Robust clustering of categorical data with the Forward Search

Andrea Cerioli∗, Marco Riani∗, Anthony C. Atkinson∗∗

∗Dipartimento di Economia – Università di Parma
Via Kennedy 6, 43100 Parma, Italy
{andrea.cerioli,mriani}@unipr.it
∗∗Department of Statistics – London School of Economics
Houghton Street, London WC2A 2AE, UK
a.c.atkinson@lse.ac.uk

RÉSUMÉ. Dans ce travail, nous présentons une ḿethode de classification robuste, appelée Forward Search, pour la classification
de tableaux de données de type qualitatif et nous la comparons avec la méthode des k-modes.

MOTS-CĹES :Robust automatic classification, Dissimilarity, Forward Search, Number of clusters, Random starts.

1. Introduction

The Forward Search is a powerful general method for detecting unidentified subsets and multiple masked
outliers and for determining their effect on models fitted tothe data. The search for multivariate data is given book
length treatment by [ATK 04]. The basic idea is to start from asmall, robustly chosen, subset of the data and to
fit subsets of increasing size, in such a way that outliers andsubsets of data not following the general structure
are clearly revealed by diagnostic monitoring. The main classification tools in [ATK 04] are forward plots from
searches started from subsets of observations in tentatively identified clusters. However, [ATK 06] and [ATK 07]
show that for cluster definition, as opposed to outlier identification, several searches are to be preferred, the most
informative being those that start in individual clusters and continue to add observations from the cluster until
most of them have been used in estimation. This strategy seemingly requires that we know the clusters before
running the searches. On the contrary, we use many searches with random starting points to provide evidence on
cluster existence and definition. Two major advantages of random starts are a more automatic method of cluster
identification and clearer guidance about the number of groups in the data. The purpose of this note is to show how
the random-start Forward Search can be used for detecting clusters of multivariate categorical observations.

2. A few approaches to clustering categorical data

In spite of its practical relevance, clustering of discretemultivariate observations has received relatively little
attention. A commonly used approach is to compute suitable measures of pairwise dissimilarity, such as the simple
matching coefficient, and then to use these measures as inputfor hierarchical clustering algorithms. Hierarchical
agglomeration plays an important role also in the recent clustering algorithm of [FRI 04], which can be used with
categorical information. One major problem with hierarchical algorithms is that, as the number of objects grows,
they rapidly become computationally unacceptable and provide results that are difficult to represent. They are,
therefore, inappropriate for the analysis of large or even moderate data sets, like those frequently encountered,
e.g., in marketing research. Thek-modes algorithm of [HUA 98] and [CHA 01] is a notable exception which tries
to combine the efficiency of the standardk-means paradigm for interval data with the need to take categorical
information into account. This is accomplished by running ak-means type algorithm with simple matching dissi-
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milarities instead of Euclidean distances and cluster modes instead of means. However, as withk-means, the results
from k-modes can be very sensitive to the choice of the starting solution and even to the order of the observations
in the data set. An additional shortcoming is that cluster modes may not be uniquely defined at some steps of the
iterative procedure, thus leading to indeterminacy in the clustering solution. Also the detection of the appropriate
number of groups may be problematic in thek-modes algorithm, and standardk-means heuristics for this purpose
are not particularly helpful with categorical data.

3. The Forward Search

In this section we show how the random-start Forward Search algorithm can overcome most of the short-
comings of standard approaches for clustering categoricaldata. This algorithm is also robust, in the sense that
it can highlight “unusual” observations. In a clustering context, unusual observations can either be multivariate
outliers or inliers that do not belong to any of the main groups. The latter typology occurs frequently and is of
great concern with categorical data. LetS = {u1, u2, . . . , un} be a set ofn units for which we observev no-
minal categorical variablesX1,X2, . . . ,Xv. Denote withxij ∈ C(j) the observed class ofXj in unit ui, and
with C(j) the set of possible classes forXj . The number of such classes iscj . We use dummy coding to process

this categorical information. Letx(c)
ij = 1 if xij = c andx

(c)
ij = 0 otherwise. Unitui can be represented as

xi = [x
(1)
i1 , . . . , x

(c1)
i1 , . . . , x

(1)
iv , . . . , x

(cv)
iv ]′, a vector of dimensionC =

∑v

j=1 cj . The dissimilarity betweenui

andul is measured as

d(ui, ul) =
v∑

j=1

∑

c∈C(j)

(x
(c)
ij − x

(c)
lj )2, i, l = 1, . . . , n. [1]

It is easy to see thatd(ui, ul) is equivalent to simple matching, since both measures provide the same ordering of
the dissimilarities among pairs of units. However, definition (1) has the advantage of being easily generalized to
encompass differential weighting and correlation among the classes of the same variable ([KUR 70] ; [FRI 04]).

The next step is to define a measure of closeness between a unitand a population. We make the mild assumption
thatxi is a random observation from a population with class probabilitiesπ = [π

(1)
1 , . . . , π

(c1)
1 , . . . , π

(1)
v , . . . , π

(cv)
v ]′,

so thatE(x
(c)
ij ) = π

(c)
j , for j = 1, . . . , v andc ∈ C(j). Following (1), we compute the dissimilarity betweenui and

the mean vectorπ, or, whenπ is unknown, its sample estimatêπ = [π̂
(1)
1 , . . . , π̂

(c1)
1 , . . . , π̂

(1)
v , . . . , π̂

(cv)
v ]′, as

di = d(ui, π̂) =

v∑

j=1

∑

c∈C(j)

(x
(c)
ij − π̂

(c)
j )2.

In the forward search the mean estimateπ̂ is repeatedly computed on a subset ofm observations,S(m) say,
yielding theC-dimensional vector̂π(m) = [π̂

(c)
j (m)]′. From this subset we obtainn dissimilarities

di(m) = d(ui, π̂(m)) =
v∑

j=1

∑

c∈C(j)

(x
(c)
ij − π̂

(c)
j (m))2 i = 1, . . . , n. [2]

We start with a randomly selected subset ofm0 observations which grows in size during the search. When subset
S(m) is used in fitting, we order the dissimilarities (2) and take the units corresponding to them + 1 smallest
as the new subsetS(m + 1). Usually this process augments the subset by one unit, but sometimes two or more
observations enter as one or more leave.

To detect potential clusters, we look at forward plots of quantities derived from the dissimilarities (2). One of
the most useful plots is that of the minimum dissimilarity amongst units not in the subset

dmin(m) = min di(m) i /∈ S(m). [3]

Apart from some initial noise, the searches starting in subsets of units with similar features will lead to the same
forward plot ofdmin(m). We look at bunches of similar trajectories to identify the number of clusters and how
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FIG. 1. Soybean data. Forward plots ofdmin(m) for 1000 searches with random starting points.

they originate. We look at peaks in the forward plots ofdmin(m) for precisely identifying such clusters. Cluster
membership is obtained by looking at the units in the subsetswhen the peaks occur. Other valuable tools for
detecting important cluster features include the forward plots of individual dissimilaritiesdi(m), i = 1, . . . , n, the
entry plot showing the composition ofS(m) at each step of the search, and the forward plots of sample proportions
π̂

(c)
j (m), for c ∈ C(j) andj = 1, . . . , v.

4. Application

Some simulation evidence of the good performance of the random-start Forward Search algorithm for clus-
tering categorical observations is provided by [CER 06], even when outliers are present. Here we compare the
performance of the Forward Search with thek-modes algorithm on a real world data set that has frequentlybeen
used to test clustering algorithms for categorical data.

We analyze the soybean data set, available from the UCI Machine Learning Repository. It has 47 observations
on 35 categorical variables, although 14 of them have only one category. Thus 21 variables are available for
analysis. Each observation is labelled as one of four soybean diseases : Diaporthe Stem Canker, Charcoal Rot,
Rhizoctonia Root Rot, and Phytophthora Rot. Except for the last disease, which has 17 observations, all other
diseases have 10 instances each. We discard the disease information for clustering the soybean data set. Instead,
we use this information to assess the recovery performance of different algorithms. [HUA 98] reports the results for
thek-modes algorithm. This technique is sensitive to the order in which the units are listed, so repeated application
to random permutations of the original records is required.Even in the unrealistic situation wherek is known, the
algorithm is able to attain complete recovery of the four disease classes in only 14% of the permutations of the
soybean data set. In 36% of these permutations the result is less than good, with more than 6 misclassified units.

Figure 1 contains the results of 1000 forward searches from randomly selected starting subsets of sizem0 = 2
from the soybean data set. For each search the dissimilaritydmin(m) is plotted. The most striking feature is that,
from m = 15 onwards, the searches follow only four different trajectories, regardless of their starting point. These
trajectories then merge towards the end of the algorithm, asunits from different clusters enter intoS(m). The four
distinct trajectories provide clear evidence about the group structure, information that is not available from the
k-modes algorithm. We can identify the groups by looking at the peaks exhibited by these trajectories. The three
peaks atm = 10, pictured in grey in Figure 1, are very pronounced and correspond to well separated clusters of the
same size. The fourth trajectory, shown in boldface in Figure 1, increases at a more stable pace, an evidence of a
cluster without sharp boundaries. The largest peak atm = 10 is for searches including units from the second group
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FIG. 2. Soybean data : searches that originate the largest peak indmin(m) at m = 10. Left-hand panel : forward
plots of individual dissimilarities. Right-hand panel : entry plot for m = 2, . . . , 15.

(Charcoal Rot) numbered from 11 to 20 in the data set. In thesesearches, atm = 10 the observations from the other
groups are all remote and have large dissimilarities fromS(m). Figure 2 depicts the structure emerging from the
viewpoint provided by this cluster. The left-hand panel shows the forward plots of individual dissimilarities. The
effect of adding units from a different group to a homogeneous subset is evident just afterm = 10, when the first
observation from the Diaporthe Stem Canker group enters into S(m). The right-hand panel is the corresponding
entry plot form = 2, . . . , 15, where the dots at each step show the units belonging toS(m).

The general structure of the data is revealed by the different trajectory shapes in the left-hand panel of Figure 2.
However, a more accurate dissection can be obtained by looking at the searches that give rise to the other peaks
in Figure 1. Repeating Figure 2 for these searches shows thatthe second largest peak atm = 10 is for the units
in the Diaporthe Stem Canker group, while the third largest peak atm = 10 identifies the observations with the
Rhizoctonia Root Rot disease. The fourth disease corresponds to the remaining stable trajectory in Figure 1. This
trajectory has its first peak atm = 18, althoughdmin(17) is only slightly smaller. The corresponding units inS(18)
belong to the Phytophthora Rot group, with the exception of unit 28, which is the last to join the subset. Observation
28 also belongs to the subset originating one of the peaks atm = 10, so it may be viewed as a “borderline” unit.
Such borderline units need not be firmly classified in any specific cluster, at least at an exploratory stage.
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1 Résumé
L’apprentissage statistique a traditionnellement développé des méthodes pour le traitement de données 
représentées  sous  forme  vectorielle  ou  séquentielle.  De  nombreux  champs  d’application  demandent 
aujourd’hui de traiter des données plus complexes représentées sous la forme d’arbres ou de graphes. 
C’est le cas dans des domaines comme  la recherche d’information multimédia, la biologie, le langage 
naturel.  L’apprentissage  a  commencé  à  développer  des  méthodes  pour  le  traitement  de  ces  données 
structurées.  Parmi  les  problématiques  traitées,  on retrouve celles  classiques  de  l’analyse  des  données 
comme la discrimination ou la classification automatique mais adaptées au cas de données structurées. On 
voit également apparaître de nouvelles idées comme la production de données structurées (e.g. à partir 
d’une séquence de mots générer un arbre traduisant des relations entre éléments de cette séquence).
Nous considérons ici un problème spécifique d’apprentissage dans des données structurées qui combine 
ces deux aspects traitement et production de structure, qui est l’apprentissage de correspondances entre 
structures arborescentes. La motivation de cette étude provient de travaux en recherche d’information dans 
les documents textuels semi-structurés (e.g. XML, HTML). Ceux-ci  associent à l’information de contenu 
des structures relationnelles qui permettent de coder des informations bien plus riches que le contenu de 
base  des  documents.  Un problème clé  lié  à  ces  données  est  celui  de  l’hétérogénéité :  les  documents 
provenant de différentes sources auront des formats ou des schémas différents. L’interrogation de ces 
données passe par la connaissance de la correspondance entre les schémas des différentes sources.  La 
multiplicité des sources d’information requiert une automatisation du processus permettant d’établir cette 
correspondance,  qui  passe  par  l’apprentissage  à  partir  des  données.  Nous  formulons  ici  le  problème 
comme l’apprentissage de correspondance entre des arbres étiquetés. Ces arbres qui codent à la fois les 
structures relationnelles et le contenu sont définis dans des espaces de très grande taille.  Après une rapide 
synthèse  des  travaux récents  dans  l’apprentissage  de  données  structurées,  nous décrivons  un  modèle 
stochastique  pour  l’apprentissage  de  ces  correspondances.  Celui-ci  offre  un  cadre  général  dont  nous 
développerons  différentes  instances  adaptées  à  des  problèmes  spécifiques  d’apprentissage  de 
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correspondance entre schémas de documents. Une des difficultés majeures du problème est sa complexité 
liée à la dimension de l’espace de recherche. La recherche d’une structure cible optimale est un problème 
combinatoire  qui  est  classiquement  traité  par  des  algorithmes  de  programmation  dynamique.  La 
dimension des espaces traités dans le cas de document rend prohibitives ces solutions classiques. Nous 
présentons  des  solutions  heuristiques  qui  permettent  de  développer  des  algorithmes  de  complexité 
raisonnable pour traiter des problèmes de très grande taille. Des résultats expérimentaux seront présentés 
sur différents types de corpus.
.
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RÉSUMÉ. The predictive accuracy of non-parametric classification methods, specifically kernel based, can be significantly im-
proved by integrating diverse data sources in a principled manner. Methods for heterogeneous data integration within a clas-
sification context have been previously proposed utilising Semi-Definite-Programming and binary Support Vector Machines.
In this contribution it is shown that full Bayesian inference can be achieved for integrating multiple datasets in the multi-
way classification setting employing Gaussian Process priors and this is successfully illustrated on a protein fold prediction
problem.

MOTS-CLÉS : Nonparametric Classification, Gaussian Process Prior, Bayesian Inference, Variational Bayesian Approximations.

1. Introduction

Various emerging quantitative measurement technologies are producing genome, transcriptome and proteome-
wide data collections which has motivated the development of data integration methods within an inferential fra-
mework. It has been demonstrated that for certain prediction tasks within computational biology synergistic impro-
vements in performance can be obtained via integration of a number of (possibly heterogeneous) data sources. In
[DIN 01] six different parameter representations of proteins were employed for fold recognition of proteins using
Support Vector Machines (SVM). It was observed that certain dataset combinations provided increased accuracy
over the use of any single datset. Likewise in [PAV 02] a comprehensive experimental study observed improve-
ments in SVM based gene function prediction when data from both microarray expression and phylogentic profiles
were combined. More recently protein network inference was shown to be improved when various genomic data
sources were integrated [YAM 04]. In [BEN 05] it was shown that superior prediction accuracy of protein-protein
interactions was obtainable when a number of diverse data types were combined in an SVM.

Whilst all of these papers exploited the kernel method [SHA 04] in providing a means of data fusion within
SVM based classifiers it was only in [LAN 04] that a means of estimating an optimal linear combination of the
kernel functions was presented using semi-definite programming. However, the methods developed in [LAN 04]
are based on binary SVM’s, whilst arguably the majority of classification problems within computational biology
are inherently multiclass. It is unclear how this approach could be extended to discrimination over multiple-classes.
In addition the SVM is non-probabilistic and whilst post hoc methods for obtaining predictive probabilities are
available [PLA 99] these are not without problems such as overfitting. On the other hand Gaussian Process (GP)
methods [RAS 06] for classification provide a very natural way to both integrate and infer optimal combinations of
multiple heterogeneous datasets via composite covariance functions within the Bayesian framework. In this paper
it is shown that GP’s can be employed on large scale bioinformatics problems where there are multiple data sources
and an example of protein fold prediction [DIN 01] is provided.

� 19 �



2. Data Fusion with Gaussian Process Priors

Let us denote each of J independent (possibly heterogeneous) feature representations, Fj(X), of an object
X by xj ∀ j = 1 · · · J . For each object there is a corresponding polychotomous response target variable, t, so
to model this reponse we assume an additive generalised multinomial probit regression model. Each distinct, and
possibly heterogeneous, feature representation of X , Fj(X) = xj , is nonlinearly transformed such that fj(xj) :
Fj 7→ R and a linear model is employed in this new space such that the overall nonlinear transformation is
f(X) =

∑J
j=1 βjfj(xj).

2.1. Composite Covariance Functions

Rather than specifying a functional form for each of the functions fj(xj) we assume that each nonlinear func-
tion corresponds to a Gaussian process (GP) such that fj(xj) ∼ GP (θj) where GP (θj) corresponds to a Gaussian
process with mean and covariance functions mj(xj) and Cj(xj ,x

′
j ; θj) where θj denotes a set of hyperparameters

associated with the covariance function. Due to the assumed independence of the feature representations the overall
nonlinear function will also be a realisation of a Gaussian process defined as f(X) ∼ GP (θ1 · · ·θJ , β1 · · ·βJ )

where now the overall mean and covariance functions follow as
∑J

j=1 βjmj(xj) and
∑J

j=1 β2
j Cj(xj ,x

′
j ; θj).

For target response values, t ∈ {1 · · ·K} (i.e. a multiclass setting) and further assuming zero-mean GP func-
tions then for N object samples, X1 · · ·XN , each defined by the J feature representations, x1

j · · ·x
N
j , denoted by

Xj , and associated class specific response fk = [fk(X1) · · · fk(XN )]T we have the overall GP prior as a multiva-
riate Normal such that

fk | Xj=1···J , θ1k, · · ·θJ k, α1k · · ·αJ k ∼ Nfk

(

0,
∑

j
αjkCjk(θjk)

)

where we employ αjk to denote the positive random variables β2
jk and each Cjk(θjk) is an N × N matrix with

elements Cj(x
m
j ,xn

j ; θjk).

A GP functional prior, over all possible responses (classes), is now available where possibly heterogeneous
data sources are integrated via the composite covariance function. It is then, in principle, a straightforward matter
to perform Bayesian inference with this model and no further recourse to ad hoc binary classifier combination
methods or ancillary optimisations to obtain the data combination weights is required.

2.2. Bayesian Inference

The inference methods detailed in [GIR 06] are adopted where the auxiliary variables ynk = fk(Xn) + εnk,
εnk ∼ N (0, 1) are introduced. The N × 1 dimensional vector of target class values associated with each Xn is
given as t where each element tn ∈ {1, · · · , K}. The N×K matrix of GP random variables fk(Xn) is denoted by
F. We represent the N × 1 dimensional columns of F by F·,k and the corresponding K × 1 dimensional vectors,
Fn,·, which are formed by the indexed rows of F . The N ×K matrix of auxiliary variables ynk is represented as
Y, where the N × 1 dimensional columns are denoted by Y·,k and the corresponding K × 1 dimensional rows as
Yn,· . The multinomial probit likelihood [GIR 06] is adopted which follows as

tn = j if ynj = max
1≤k≤K

{ynk}

and this has the effect of dividing R
K into K non-overlapping K-dimensional cones Ck = {y : yk > yi, k 6= i}

where R
K = ∪kCk and so each P (tn = i|Yn,·) can be represented as δ(yni > ynk ∀ k 6= i). Independent

Gamma priors, with parameters ϕk, are placed on each αkj and the individual components of θjk (denote Θk =
{θjk}j=1···J ), so this defines the full model likelihood and associated priors.

2

� 20 �



2.3. MCMC Procedure

Samples from the full posterior P (Y,F,Θ1···K , α1···K , ϕ1···K |X1···N , t, a,b) (where a & b are hyper-parameters
associated with the gamma priors) can be obtained from the following Metropolis-within-Blocked-Gibbs Sampling
scheme indexing over all n = 1 · · ·N and k = 1 · · ·K.

Y
(i+1)
n,· |F

(i)
n,·, tn ∼ T N (F

(i)
n,·, I, tn)

F
(i+1)
·,k |Y

(i+1)
·,k ,Θ

(i)
k , α

(i)
k , X1,··· ,N ∼ N (Σ

(i)
k Y

(i+1)
·,k ,Σ

(i)
k )

Θ
(i+1)
1 , α

(i+1)
1 |F

(i+1)
·,1 , ϕ

(i)
1 , X1,··· ,N ∼ P (Θ

(i+1)
k , α

(i+1)
k )

ϕ
(i+1)
k |Θ

(i+1)
k , α

(i+1)
k , ak, bk ∼ P (ϕ

(i+1)
k )

where T N (Fn,·, I, tn) denotes a conic truncation of a multivariate Gaussian. An accept-reject strategy can be
employed in sampling from the conic truncated Gaussian however this will very quickly become inefficient for
problems with moderately large numbers of classes and as such a further Gibbs sampling scheme may be required.

Each Σ
(i)
k = C

(i)
k (I + C

(i)
k )−1 and C

(i)
k =

∑

j=1 α
(i)
jk Cjk(θ

(i)
jk ) with the elements of Cjk(θ

(i)
jk ) defined as

Cj(x
m
j ,xn

j ; θ
(i)
jk ). A Metropolis sub-sampler is required to obtain samples for the conditional P (Θ

(i+1)
k , α

(i+1)
k ).

Finally P (ϕ
(i+1)
k ) is a simple product of Gamma distributions.

2.4. Obtaining Predictive Posteriors

The predictive likelihood of a test sample X∗ is P (t∗ = k|X∗, X1···N , t, a,b) which can be obtained by
integrating over the posterior and predictive prior such that

∫

P (t∗ = k|f∗)p(f∗|Ω, X∗, X1···N )p(Ω|X1···N , t, a,b)df∗dΩ

where Ω = Y,Θ1···K , α1···K . A Monte-Carlo estimate is obtained by using samples drawn from the full posterior
1
S

∑S

s=1

∫

P (t∗ = k|f∗)p(f∗|Ω
(s), X∗, X1···N)df∗and the integral over the predictive prior requires further condi-

tional samples to be drawn from each p(f∗|Ω(s), X1···N ) finally yielding an estimate of P (t∗ = k|X∗, X1···N , t, a,b)

1

LS

L
∑

l=1

S
∑

s=1

P
(

t∗ = k|f
(l|s)
∗

)

=
1

LS

L
∑

l=1

S
∑

s=1

Ep(u)







∏

j 6=k

Φ
(

u + f
(l|s)
∗,k − f

(l|s)
∗,j

)







3. Protein Fold Prediction with GP Based Data Fusion

To illustrate the proposed GP based method of data integration a protein fold classification problem originally
studied in [DIN 01] is considered. The task is to devise a predictor of 27 SCOP classes from a set of low homology
protein sequences. Six different feature sets are available characterizing (1) Amino Acid composition (AA) ; (2)
Hydrophobicity profile (HP) ; (3) Polarity (PT) ; (4) Polarizability (PY) ; (5) Secondary Structure (SS) ; (6) Van der
Waals volume. In [DIN 01] a number of combination strategies were employed in devising a multiway classifier
from a series of binary SVM’s. The best predictive accuracy obtained on an independent set of low sequence
similarity proteins was 53%. It was noted after extensive careful experimentation by the authors that a combination
of Gaussian kernels each composed of the (AA), (SS) and (HP) datasets improved predictive accuracy. We employ
a variational approximation of GP based method detailed in [GIR 06] to devise a classifier for this task where now
we employ a composite covariance function, a linear combination of RBF functions for each data set. Figure (1)
shows the predictive performance of the GP classifier in terms of percentage prediction accuracy (a) and predictive
likelihood on the test set (b). We note a significant synergistic increase in performance when all data sets are

3
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FIG. 1. (a) The prediction accuracy for each individual data set and the corresponding combinations, (MA) em-
ploying inferred weights and (MF) employing a fixed weighting scheme (b) The predictive likelihood achieved for
each individual data set and with the integrated data (c) The posterior mean values of the covariance function
weights α1 · · ·α6.

combined and weighted (MA). Although the test error is the same for an equal weighting of the data sets (MF)
and that obtained using the proposed inference procedure (MA) for (MA) there is a small increase in predictive
likelihood i.e. more confident correct predictions being made. It is interesting to note that the weighting obtained
(posterior mean for α) Figure (1.c) weights the (AA) & (SS) with equal importance whilst other data sets play less
of a role in performance improvement. The overall performance accuracy achieved is 62%.
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RÉSUMÉ.

Une procédure de détection de valeurs aberrantes dans les problèmes de
régression, basée sur l'information fournie par le boosting d'arbres de
régression CART, est proposée.

L'idée maîtresse consiste à sélectionner l'observation la plus fréquemment
rééchantillonnée au cours des itérations du boosting puis de recommencer après
l'avoir retirée. Le critère de sélection est basé sur l'application de
l'inégalité de Tchebychev au maximum, au cours des itérations du boosting, du
nombre moyen d'apparitions dans les échantillons bootstrap.

La procédure ne fait donc pas d'hypothèse sur la distribution du bruit et
sélectionne les valeurs aberrantes comme des observations particulièrement
difficiles à prévoir. On considère un grand nombre de jeux de données réelles
ou artificielles et une étude comparative avec des méthodes éprouvées en
montre l'intérêt.

Cet exposé est issu de : Cheze N., Poggi J-M., "Outlier Detection by Boosting
Regression Trees", Prépublications mathématiques Orsay, 2005-17, 23 p.

MOTS-CLÉS : Boosting; CART; Régression; Valeurs aberrantes.
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ABSTRACT. Hierarchical classes models consitute a distinct family of models for two- or multiway data. The models  
include an approximate reconstruction of the data, along with clusterings of each of the modes involved in the data  
and a representation of the structure of (generalized) implication-type relations that can be naturally defined on  
these modes. A special feature of the models is that they go with a comprehensive graphical representation. In this  
paper, I will present a state-of-the-art overview of research on the hierarchical classes family. The overview will  
start on a deterministic level with an introduction into the original (disjunctive) hierarchical classes model for  
binary two-way data as developed by De Boeck and Rosenberg (1988); this model will further be reconceptualized  
as a particular type of biclustering model. Subsequently, we will move on to a stochastic level with a discussion of  
several  possible  extensions of  the  deterministic  model  with  distributional  assumptions.  Then,  the  estimation  of  
deterministic as well as stochastic hierarchical classes models will be considered, along with  issues to be dealt with  
in the analysis of data on the basis of the models. We conclude with an overview of recent research on several  
generalizations of the original hierarchical classes model, including (a) conjunctive models, (b) models for rating-  
and real-valued data, (c) models for multiway data, and (d) models for multiblock data or data fusion.

KEY WORDS : Hierarchical classes models, simultaneous clustering

RÉSUMÉ. Les modèles à classes hiérarchiques constituent une famille distincte de modèles pour des tableaux à 
deux ou plusieurs entrées. Les modèles comprennent une reconstitution approximative des données, aussi bien que 
des  classifications  de  chacun  des  ensembles  inclus  dans  les  données  et  une  représentation  des  relations  
d’implication (généralisées) qui peuvent être définies d’une façon naturelle sur ces ensembles. Une characteristique 
particulière de ces modèles est leur association avec une représentation graphique compréhensive. Dans ce papier,  
je propose une revue des recherches sur la famille des modèles à classes hiérarchiques. Cette revue commence, sur 
un plan déterministe, avec une introduction sur le modèle original (disjonctive) à classes hiérarchiques pour des  
données  binaires  à  deux  entrées  comme  proposé  par  De  Boeck  et  Rosenberg  (1988);  ce  modèle  sera  aussi  
reconceptualisé  comme  une  sorte  particulière  de  modèle  de  classification  simultanée.  Ensuite,  sur  un  plan 
stochastique, on discutera plusieurs extensions du modèle déterministe avec des hypothèses de distribution. Puis,  
l’estimation des modèles à classes hiérarchiques deterministes ainsi que stochastiques sera considérée, aussi bien  
que plusieurs questions concernant l’analyse des données à la base des modèles. On conclut par une revue de  
recherches récentes sur plusieurs généralisations du modèle à classes hiérarchiques original, comprenant: (a) des  
modèles conjonctives,  (b) des modèles pour des données réelles,  (c) des modèles pour des données à plusieurs  
entrées, et (d) des modéles pour des données multi-tableaux ou la fusion de données.

MOTS-CLÉS : Modèles à classes hiérarchiques, classification simultanée
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Analyse en Composantes Principales Mixte
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RÉSUMÉ. Le traitement simultańe de donńees mixtes (quantitatives et qualitatives) ne peut pas se réaliser directement par les
méthodes classiques de la statistique exploratoire multidimensionnelle. Dans ce travail, l’analyse factorielle sur données mixtes
propośee est une analyse en composantes principales normée apr̀es transformation des indicatrices des variables qualitatives
en variables quantitatives au travers de projections de nuages de points dans l’espace des individus correspondantà des
analyses de la variance multivariée. La ḿethode est́evalúee sur la base d’une application sur données ŕeelles mixtes.

MOTS-CĹES :Analyse en Composantes Principales, Analyse de la variance multivariée, Rapport de corrélation.

1. Introduction

Dans le cadre d’un traitement de données multidimensionnelles, il est très fŕequent que le th̀eme homog̀ene
de variables̀a analyser soit constitué de donńees mixtes (variables quantitatives et qualitatives). La méthodologie
usuelle de traitement consiste soità mettre les variables qualitatives [resp. quantitatives] enéléments illustratifs
dans une Analyse en Composantes Principales (ACP) [resp. Analyse des Correspondances Multiples (ACM)], soit
encore, de discrétiser les variables quantitatives du thème en variables qualitatives en vue d’une ACM ; ce qui
introduit tr̀es souvent un biais dû au choix du nombre de classes et de leurs amplitudeségales ou diff́erentes,
et qui occasionne une perte d’information. De nombreux chercheurs se sont interésśes à cette probĺematique et
ont propośe des ḿethodes qui traitent simultanément les deux types de variables enéléments actifs : l’ACP avec
indicatrices introduite par M. Tenenhaus [TEN 77], [ESC 79], [SAP 90], [YOU 81], [PAG 02] et plus récemment
l’Analyse Factorielle de Donńees Mixtes (AFDM) propośee par J. Pag̀es ([PAG 04]).

L’Analyse en Composantes Principales Mixte (ACPM) proposée est une ACP norḿee des variables quantita-
tives et des indicatrices des variables qualitatives transformées en variables combinaisons linéaires des variables
quantitatives,̀a partir de projections orthogonales de nuages de points dans l’espace des individus. L’ACPM est
formellement proche de l’AFDM en ce sens qu’elles consistent toutes les deuxà ”transformer” les variables quali-
tatives en quantitatives en vue d’une ACP, mais elles se différencient toutefois par le type d’ACP et le choix de la
tranformation.

2. Transformation des donńees qualitatives en quantitatives

On dispose dep variables quantitatives centrées{xj ; j = 1, p} et dem variables qualitatives(y1, . . . , yl, . . . , ym)
auxquelles sont associées au totalq =

∑m
l=1 ql variables indicatrices non centrées{yk

l ; k = 1, ql}{l=1,m}.

On utilisera les notations suivantes pour construire la matriceM assocíee au produit scalaire de référence dans
l’espace des individusE = Ex ⊕ Ey1 ⊕ . . .⊕ Eyl

⊕ . . .⊕ Eym = Rp+q.
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Ex = Rp étant le sous-espace des individus associé par dualit́e auxp variables quantitatives centrées,
Eyl

= Rql étant le sous-espace des individus associé par dualit́e auxql variables indicatrices non centrées des
modalit́es deyl,
⊕{Eyl

}{l=1,m} = Rq étant lesm sous-espaces des individus associés auxm variables qualitatives,
X est la matrice d’ordre(n, p) des donńees quantitatives associée aux variables{xj ; j = 1, p},
Yl est la matrice des données qualitatives d’ordre(n, ql) assocíee auxql indicatrices non centrées{yk

l ; k = 1, ql}
de la l̀eme variable qualitativeyl,
Myl

[ resp.Mx ] est la matrice du produit scalaire dans l’espaceEyl
[ resp.Ex ], isomorphe du sous-espace de

même nom, via l’injection canonique,
Dyl

est la matrice diagonale des poids définie par[Dyl
]kk = nk/n pour toutk = 1, ql, où nk est le nombre

d’individus posśedant la modalit́ek deyl,
Nx = {xi ∈ Ex ; i = 1, n} est le nuage des individus associé au tableau de données quantitativesX,
Nyl

= {yi ∈ Eyl
; i = 1, n} est le nuage des individus associé au tableau de données qualitativesYl,

PM
Eyl

est l’oṕerateur de projectionM -orthogonale surEyl
.

La transformation des données qualitatives en quantitatives se faità l’aide de la construction statistique et
géoḿetrique dem nuagesN̂yl

x = {PM
Eyl

(xi); xi ∈ Nx} ⊂ Eyl
⊂ E. Pour toutl = 1,m, le sous-espaceEyl

est consid́eŕe comme sous-espace explicatif sur lequel est projeté M-orthogonalement le nuageNx des donńees
quantitatives du sous-espaceà expliquerEx.

Le produit scalaireM de ŕeférence dans l’espace des individusE = Ex ⊕ {Eyl
}{l=1,m} = Rp+q joue un r̂ole

fondamental dans notre approche pour réaliser lesm projections. A priori, pour toutl = 1,m, le produit scalaire
Myl

intra le sous-espaceEyl
sur lequel on projette, pourraitêtre quelconque ; le choixMyl

= χ2
yl

= D−1
yl

(distance
du khi-deux) simplifie les calculs. Quant au produit scalaireMx, intra le sous-espaceEx, on choisitMx = V +

x

(distance de Mahalanobis) afin de maximiser le critère d’inertie expliqúee.

La matriceM d’ordre (p + q) assocíee au produit scalaire partitionné et équilibŕe dansE, relativementà
l’ensemble des couples de variables{xj ; j = 1, p} et{yl

k; k = 1, ql}l=1,m, est telle que :





Mx = V +
x ; Myl

= χ2
yl

pour l = 1,m

Mxyl
= Mx[(VxMx)

1
2 ]+Vxyl

Myl
[(Vyl

Myl
)

1
2 ]+ = V +

x Vxyl
χ2

yl
pour l = 1,m

Mylyl′ = Myl
[(Vyl

Myl
)

1
2 ]+Vylyl′Myl′ [(Vyl′Myl′ )

1
2 ]+ = χ2

yl
Vylyl′χ

2
yl′

pour l 6= l′

oùVyl
= tYlDYl , Vx = tXDX etVxyl

= tXDYl désignent les matrices de variances-covariances,D = (1/n)In

est la matrice diagonale des poids des n individus etIn la matrice unit́e d’ordren. [(VxMx)
1
2 ]+] est l’inverse

géńeraliśee de Moore-Penrose de(VxMx)
1
2 ]. L’introduction d’inverses ǵeńeraliśees est une conséquence de la

singularit́e des matricesVx et Vyl
, lorsque rang[Vx] < p et puisque rang[Vyl

] = ql − 1.

Le produit scalaireM positionne les sous-espaces des individusEx et{Eyl
}{l=1,m} tel que l’on puisse traduire

en terme d’inertie dans l’espace des individusE, la structure des associations observées entre les sous-espaces des
variablesFx et Fy assocíes par dualit́e dans l’espace des variablesF = Rn muni de la ḿetrique diagonale des
poidsD.

Pour toutl = 1 àm, on noteX̂yl = XV +
x Vxyl

la matrice des donńees d’ordre(n, ql) assocíee au nuage projeté
N̂yl

x ⊂ Eyl
et Gl = tX̂ylD 1n le vecteur coordonńees de son centre de gavité, òu 1n désigne le vecteur unité

d’ordren.

REMARQUE. — L’ACP du triplet( X̂yl ;χ2
yl

; D ) estéquivalentèa l’analyse de la variance multivariée (MANOVA)
entre lesp variables quantitatives et lesql indicatrices associées aux niveaux du facteur explicatifyl, et dont l’iner-
tie expliqúee,I(N̂yl

x ) = trace(VylxV +
x Vxyl

χ2
yl

), estégaleà la trace de Pillai.

2
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On note alors,Zl = Yl − tGl la matrice des donńees quantitatives d’ordre(n, ql) assocíee au nuageNzl
⊂

Eyl
: le nuageNyl

assocíe au tableau de données qualitatives est centré relativement au nuagêNyl
x , et dont l’inertie

I(Nzl
) = ql − 1.

Ainsi, lesm tableaux d’indicatrices non centrées[ Y1, . . . , Yl, . . . , Ym ] assocíes auxm variables qualitatives
sont centŕes relativement̀a [ G1, . . . , Gl, . . . , Gm ] puis remplaćes par lesm tableaux[ Z1, . . . , Zl, . . . , Zm ] de
variables quantitatives via lesm tableaux[ X̂y1 , . . . , X̂yl , . . . , X̂ym ] desm MANOVA sépaŕees.

Définition

L’ACPM du tableau de donńees mixtes[X, Y1, . . . , Yl, . . . , Ym ] d’ordre (n ; p+q) consistèa effectuer l’ACP
normée du tableau de données (quantitatives)[ X, Z1, . . . , Zl, . . . , Zm ].

REMARQUE. — D’un point de vue ḿethodologique, l’ACPM se présente comme un enchaı̂nement d’analyses
factorielles : - MANOVA ( pour transformer les variables qualitatives en quantitatives ; on tient ainsi compte des
rapports de corrélation) - ACP norḿee ( pour synth́etiser les corŕelations de l’ensemble des variables quantitatives
et qualitatives transforḿees ). D’un point de vue pratique, il suffit simplement de centrer chaque tableau d’indi-
catricesYl par rapport au centre de gravité correspondantGl = VylxV +

x
tXD1n, puis d’ex́ecuter un programme

classique d’ACP.

REMARQUE. — L’AFDM propośee par J. Pag̀es dans [PAG 04] du m̂eme tableau de données mixtes consistèa
effectuer l’ACP usuelle du tableau de données[Xcr, Y1/

√
Dyl

, . . . , Yl/
√

Dyl
, . . . , Ym/

√
Dym ], où les variables

quantitativesXcr sont norḿees (centŕees et ŕeduites) et les indicatrices des variables qualitatives sont affectées
d’une pond́eration. Pour toutl = 1,m, cela revient̀a diviser les valeurs de l’indicatriceyk

l de la variableyl par√
nk

n : codage ACP de l’indicatriceyk
l .

NOTE. — L’objectif de l’ACPM est le m̂eme que celui de l’AFDM,̀a savoir rechercher les facteurs principauxF s

qui maximisent le crit̀ere mixte propośe par G. Saporta [SAP 90] et B. Escofier [ESC 79] :∑p
j=1 r2(xj , F s) +

∑m
l=1 η2(yl , F

s) =
∑p

j=1 cos2 θjs +
∑m

l=1 cos2 θls,

où r2 et η2 sont respectivement le carré du coefficient de corrélation lińeaire des variables quantitatives et le
rapport de corŕelation des variables qualitatives avec le facteur, etθ l’angle entre les vecteurs correspondant.

3. Exemple d’application

On s’int́eressèa un échantillon de 27 petites voitures du marché belge [LAM 90]. On dispose d’un thème
homog̀ene de 9 variables mixtes dontp = 6 caract́etristiques continues : la cylindrée, la consommation urbaine,
la vitesse maximum, le volume du coffre, le rapport poids/puissance et la longueur, etm = 3 caract́eristiques
nominales : la puissance fiscale (4CV/5CV/6CV), la marque du constructeur (Française/Etrangère) et quatre classes
de prix (CP1/CP2/CP3/CP4) totalisantq = 9 modalit́es. L’objectif est de synth́etiser au sens des corrélations
l’ensemble de ces caractéristiques mixtes.

Les principaux ŕesultats de l’ACPM sont présent́es dans les tableaux et graphiques suivants, ils s’intépr̀etent
avec les r̀egles classiques d’une ACP.

TAB . 1. Statistiques sommaires - Rapports de corrélation
Libellé Moyenne Ecart-type Minimum Maximum P. FISCALE MARQUE C.PRIX
CONS 7.14 1.12 5.60 9.30 0.809 0.009 0.636
CYLI 1165.63 204.17 903.00 1597.00 0.843 0.002 0.846
VITE 154.26 21.94 115.00 200.00 0.690 0.010 0.826
VOLU 901.41 301.67 202.00 1200.00 0.136 0.168 0.029
RP/P 18.65 5.42 10.20 33.10 0.562 0.042 0.660

LONG 3.62 0.07 3.40 3.70 0.094 0.022 0.163

3
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Le tableau1 récapitule les statistiqueśelémentaires des variables quantitatives ainsi que leurs rapports de
corŕelation avec les variables qualitatives considéŕees.

TAB . 2. Moyennes pour le centrage des indicatrices
G1 G2 G3

4CV 5CV 6CV FRAN ETRA CP1 CP2 CP3 CP4
-4.39 1.53 2.85 6.49 -6.49 -8.60 4.24 0.52 3.84

Le tableau2 présente les moyennes ayant servià la transformation des indicatrices des trois variables quali-
tatives en variables quantitatives,étape pŕealableà l’application de l’ACP norḿee sur l’ensemble des variables.
Bien que l’inertie totale soit́egale au nombre de variablesp + q = 15 (ACP centŕee-ŕeduite), elle est ŕesuḿee et
synth́etiśee parp + q −m = 12 facteurs dans le tableau3.

TAB . 3. Valeurs propres issues de l’ACPM
Axe 1 2 3 4 5 6 7 ... 11 12

Valeur propre 6.154 2.756 2.349 1.210 0.937 0.808 0.308 ... 0.072 0.023
% Inertie 41.02 18.37 15.66 8.06 6.25 5.39 2.05 ... 0.48 0.15

% Cumuĺe 41.02 59.40 75.06 83.12 89.37 94.75 96.81 ... 99.85 100.00

Outre les ŕesultats graphiques et numériques classiques d’aideà l’interpŕetation d’une ACP, le tableau4 donne,
les carŕes des corŕelations lińeaires des variables quantitatives et les rapports de corrélation des variables qualita-
tives avec les premières composantes principales. Il permet de juger de la qualité de la repŕesentation de l’ensemble
des variables mixtes sur les plans principaux de l’ACPM (cf. Note).

FIG . 1. Repŕesentation des variables mixtes sur le premier plan principal
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TAB . 4. Critère : Qualit́e de la repŕesentation des variables mixtes
Axe 1 2 3 4 5 6 ... 11 12 Somme

CONS .738 .014 .120 .001 .028 .001 ... .029 .000 1.00
CYLI .903 .005 .004 .001 .005 .002 ... .035 .000 1.00
VITE .862 .010 .011 .051 .010 .002 ... .001 .014 1.00
VOLU .023 .141 .227 .382 .078 .076 ... .001 .000 1.00
RP/P .748 .050 .000 .055 .028 .004 ... .000 .004 1.00

LONG .085 .073 .112 .005 .256 .456 ... .000 .000 1.00
P.FISCALE .918 .146 .628 .029 .163 .007 ... .001 .000 2.00
MARQUE .001 .895 .038 .009 .020 .006 ... .001 .000 1.00

C.PRIX .929 .364 .705 .498 .219 .186 ... .001 .003 3.00
Somme 5.206 1.697 1.844 1.032 .808 .741 ... .070 .02212.00

FIG . 2. Repŕesentation des individus et des modalités (centres de gravité) sur le premier plan principal
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4. Conclusion

L’ACPM propośee semble bien prendre en compte l’équilibre des structures des deux types de variables : les
corŕelations entre les variables quantitatives, les associations entre les modalités des variables qualitatives ainsi
que leurs rapports de corrélation. Les ŕesultats ainsi obtenus sont identiquesà ceux de l’AFDM. Enfin, il serait
intéressant de voir ce que donnerait l’analyse canonique géńeraliśee avec lesp + m groupes de variables mixtes.
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RÉSUMÉ. Nous nous int́eressons̀a la śemantique des liens hypertextes, en termes d’extraction et d’exploitation,dans le but de
faciliter le partage des connaissances sur le Web. Dans cet article, nous nous concentrons sur l’élaboration d’outils d’aideà
l’analyse de la śemantique des liens hypertextes, nous proposons une automatisation de lareconnaissance des formes littéraires
des contextes appelants des liens et des contextes appelés par des liens.

MOTS-CĹES : analyse śemantique de liens hypertextes, treillis de Galois, réseau de neurones, k-plus proches voisins, arbre de
décision, Web śemantique.

1. Introduction

Nous cherchons̀a faire l’analyse śemantique des liens hypertextes. Pour ce faire, nous avons construit notre
propre corpus avec, comme domaine, les biographies d’hommes ćelèbres. Pour effectuer l’analyse sémantique
manuelle d’un lien hypertexte, nous proposons une méthode qui consistèa faire l’analyse śemantique des deux
contextes, contexte appelant du lien et contexte appelé par le lien, et̀a trouver la relation śemantique entre le
contexte appelant et le contexte appelé.

L’analyse śemantique des deux contextes, contexte appelant du lien et contexte appelé par le lien, consistèa les
décrire dans une phrase composée de trois parties :

– La premìere pour dire qu’il s’agit d’un contexte du lien ou d’un contexte appeĺe par le lien.
– La deuxìeme pour d́ecrire laforme litt́erairedu contexte - appelant ou appelé - qu’on analyse.
– La troisìeme pour d́ecrire, par quelques mots clés relíes naturellement, le contexte appelant (resp. appelé) en

cours d’analyse.
La relation śemantique entre le contexte appelant et le contexte appelé consistèa relier un ou plusieurs mots

clés du contexte appelantà un ou plusieurs mots clés du contexte appelé.

Dans cet article, nous nous intéressons̀a l’extraction de la deuxième partie de la sémantique des deux contextes,
contextes appelant du lien et contexte appelé par le lien,à savoir la caractérisation desformes litt́eraires des
contextes, contextes appelants des liens et contextes appelés par les liens.

On nomme “contexte appelant d’un lien” l’ensemble minimal de textes, caractères et objets, autour du lien
qui constituent une seule idée, concept ou sujet. De même, on nomme “contexte appelé par un lien” l’ensemble
minimal de textes, caractères et objets de la page ciblée par le lien qui constituent un sujet en rapport avec le
“contexte appelant du lien”.
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Pour des raisons de simplicité et d’automatisation, nous considérons le contexte appelant d’un lien comme la
partie de la page comprise entre la première balise“a name′′ qui pŕec̀ede le lien et la première balise“a name′′

qui suit le lien. De m̂eme, nous considérons le contexte appelé par le lien comme la partie de la page cible du lien
comprise entre le d́ebut de la cible du lien et la première balise“a name′′ qui suit.

Dans la section 2 nous définissons les formes littéraires, les param̀etres des contextes sont définis en section
3, le choix de la base de contextes pour l’expérimentation sera présent́e en section 4, les sections 5, 6 et 7 sont
consacŕes aux essais de classement par des outils de reconnaissancede formes, on termine par une conclusion en
section 8.

2. Classes des contextes des liens

Dans cet article, nous nous intéressons̀a la caract́erisation desformes litt́eraires des contextes, nous nous
sommes inspiŕes des travaux de [PAPY 03] pour définir nos classes, nous en avons retenu quelques classes et en
avons rajout́e d’autres sṕecifiques au domaine des biographies d’hommes célèbres. Apr̀es une observation des
formes litt́erairesdes diff́erents contextes de notre corpus, nous avons opté pour les classes suivantes :

– Classesommaire: Le contenu du contexte est un résuḿe qui comporte les titres des parties des sites, c’est la
même chose que la “page carrefour interne” définie par [PAPY 03]. On les reconnaı̂tra principalement grâce
à l’adjacence des liens.

– Classeillustration graphique: Le contenu du contexte est une illustration graphique par une image, c’est la
même chose que la “page informative avec texte illustré” défini par [PAPY 03]. On les reconnaı̂tra principa-
lement gr̂aceà la pŕesence d’images de taille importante dans le contexte.

– Classerécit : Le contenu du contextes est en majorité du texte, on les reconnaı̂tra principalement grâceà la
présence de texte en grand quantité dans le contexte.

– Classecitation : Le contenu du contexte est un texte qui fait référence directèa une oeuvre dans sa totalité
ou en partie. On les reconnaı̂tra principalement grâceà la pŕesence de texte en quantité moyenne et sans liens
hypertextes.

– Classeliste : Le contenu du contexte est une suite d’articles inscrits les unsà la suite des autres. On les
reconnâıtra principalement grâceà la pŕesence des puces ou numéros aux d́ebuts des articles.

3. Extraits des donńees

En partant des caractéristiques cit́ees auparavant, il est possible d’établir le profil d’un contexte en constituant
un vecteur d’informations. Le profil est construit par une analyse et un traitement statistique de balisesHTML.
Les param̀etres les plus significatifs obtenusà partir de notréechantillon documentaire initial sont :nbHref :
nombre de liens ;nbImg: nombre d’images ;TGimg: taille de la plus grande image ;SMoyImg: surface moyenne
des images ;nbMot : nombre de mots hors balise ;nbLEH : nombre de lignes entre balises “a href” ;nbLigne:
nombre de lignes hors balise ;nbBListe: nombre de balises qui définissent des listes et/ou listes avec puces et/ou
les énuḿerations ;nbBPg: nombre des balises qui définissent les paragraphes ;nbBSLigne: nombre de balises
de saut de lignes ;cit : prend 1 si des mots tels que “citation” figurent en balise ‘méta name’ et 0 sinon ;def :
prend 1 si des mots tels que “définition” figurent en balise ḿeta name et 0 sinon ;desc: prend 1 si des mots tels
que “description” figurent en balise ‘ḿeta name’ et 0 sinon ;sommaire: prend 1 si des mots tels que “sommaire,
résuḿe” figurent en balise ḿeta name et 0 sinon.

L’agent Web recueille les indicateurs quantitatifs, et lesstocke sous forme d’une matrice, chaque ligne corres-
pondà un contexte et chaque colonne correspondà l’un des param̀etres cit́es pŕećedemment (tableau 1).
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nbHref nbImg TGimg SMoyImg nbMot nbLEH nbLigne nbBListe nbBPg nbBSLigne cit def Desc Sommaire

10 1 4628 4628 2770 23 239 40 47 0 0 0 0 0
9 2 0 0 308 0 40 0 0 0 0 0 0 0

TAB . 1. Deux lignes de la matrice documents / paramètres

4. Découpage de la base de données

Le corpus de documents sur lequel on travaille est composé de biographies d’hommes célèbres.

Pour la phase d’exṕerimentation, nous avons choisi 1029 contextes parmi les contextes appelants de liens
hypertextes et des contextes appelés par les liens hypertextes de notre corpus. Ensuite nous avons annot́e ces
contextes manuellement par leurs formes littéraires. A partir de cet ensemble de contextes, nous avons tiré au
hasard 852 contextes pour la base d’apprentissage et ce qui reste (177 contextes) sera pour la base de test. Le
tableau 2 est un récapitulatif des effectifs des formes littéraires dans les deux bases.

Citation Illustration Liste Sommaire Récit
Base d’apprentissage 376 13 59 130 274

Base de test 80 3 14 18 62
% de classes dans les 2 bases 44,3 1,6 7,1 14,4 32,6

TAB . 2. Effectif de formes litt́eraires dans les bases

La classe citation est fortement représent́ee du fait du domaine d’application de biographies d’hommescélèbres.

Ensuite nous avons mené quatre exṕeriences de classification : avec les treillis de Galois, lesk-plus proches
voisins, les ŕeseaux de neurones et les arbres de décision.

5. Classification avec les treillis de Galois

La construction du treillis de Galois [NGU 02] se faità partir d’un tableau binaire, et les techniques de classifi-
cation se basant sur les treillis de Galois traitent avec desobjets d’attributs binaires. Donc un passage de paramètres
quantitatifs aux param̀etres qualitatifs doit̂etre fait. Pour ce passage, nous avons défini pour chaque param̀etre
quantitatif quatre intervalles, le premier correspondà des valeurs très petites du param̀etre, le deuxìemeà des
valeurs petites, le troisièmeà des valeurs grandes, le quatrièmeà des valeurs très grandes.

Les attributs binaires de chaque contexte sont obtenus de lafaçon suivante :
On obtient les premiers attributs paréchantillonnage de chaque valeur des paramètres du contexte (§3) dans les
quatre intervalles qui lui sont définis. A ces attributs s’ajoutent cinq attributs binaires dont chacun correspond̀a
une de nos classes et prend 1 si le contexte est de la classe quicorrespond̀a l’attribut et 0 sinon. Le problème de
classification d’un nouveau contexte revient alorsà lui inférer un attribut de classe.

Nous avons utiliśe les deux techniques de classification se basant sur le treillis de Galois que nous avons déjà
utilisées dans [HAJ 03] : “Validation Globale” et “Validation Locale”. L’application de la ḿethode “Validation
Globale” sur les 177 contextes de la base de test a permis de classer 108 contextes et ils sont tous correctement
clasśes, et l’application de la ḿethode “Validation Locale” sur l’ensemble de test a permis de classer 154 contextes
dont 139 sont correctement classés (tableau 3).
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Total Citation Illustration Liste Sommaire Récit
Effectifs 177 80 3 14 18 62

Valiadtion Globale Clasśes 108 57 1 3 12 35
Correctement classés 108 57 1 3 12 35

Validation Locale Clasśes 154 70 2 8 18 56
Correctement classés 139 67 2 6 13 51

TAB . 3. Résultats obtenus avec les treillis de Galois

6. Classification avec les k-plus proches voisins et les arbres de d́ecision

Nous avons appliqúe les deux ḿethodes de reconnaissance de formesk−ppv [FIX 51] et les arbres de d́ecisions
(C4.5 [QUI 93]) pour classer les contextes de la base de test,les contextes des deux bases d’apprentissage et de
testétant repŕesent́es par leurs valeurs de paramètres quantitatifs (cf§3).

Avec les valeurs suivantes du paramètrek de la ḿethodek− ppv {5, 10, 15, 20, 25, 30, 40}, nous avons obtenu
un meilleur classement pourk = 20. Le nombre de correctement classés avec lek−ppv est de 83, et celui avec les
arbres de d́ecision est de 73. Le tableau 4 récapitule les ŕesultats obtenus par les deux méthodes de reconnaissance.

Total Citation Illustration Liste Sommaire Récit
Effectifs 177 80 3 14 18 62

Correctement Classés par lek − ppv, k = 20 83 62 0 0 0 21
Correctement Classés par les arbres de décisons 73 60 0 1 1 11

TAB . 4. Résultats obtenus avec les k-ppv pour k = 20 et avec les arbres de d́ecision

7. Classification avec les ŕeseaux de neurones

Nous avons aussi appliqué un ŕeseau de neurones [BON 98] pour classer les contextes de la base de test,́etant
donńes les contextes des deux bases représent́es par leurs valeurs de paramètres quantitatifs (cf§3).

Nous avons meńe plusieurs exṕeriences avec les réseaux de neurones de type :
– Réseaux ŕecurrents contenant dix neurones d’entrée, sept neurones de sortie, un neurone de biais et une

couche cach́ee entìerement ŕecurrente composée de neurones avec des fonctions de transfert tangente hyper-
bolique et avec l’algorithme d’apprentissageBPTT (BackPropagation Through Time)[RUM 86].

– Réseaux̀a couches contenant le même nombre de neurones d’entrée et de sortie, un neurone de biais et une
couche cach́ee compośee de neurones avec des fonctions de transfert sigmoı̈de et avec l’algorithme d’ap-
prentissageBP (BackPropagation)[RUM 86]. Avec les deux types, nous avonsvarié le nombre de neurones
en couche cach́ee entre quatre, six, douze, vingt-quatre.

Le meilleur ŕesultat est obtenu avec le réseaùa couches de six neurones dans la couche cachée, avec ce réseau,
107 contextes, parmi les 177 contextes de la base de test, ontét́e correctement classés (tableau 5).

Total Citation Illustration Liste Sommaire Récit
Effectifs 177 80 3 14 18 62

Correctement Classés 107 76 1 4 0 26

TAB . 5. Résultats obtenus avec le réseau de neurones
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8. Conclusion

Ce travail se situe dans un projet plus vaste d’analyse de la sémantique de liens hypertextes [VER 00]. Nous
avons pŕesent́e une exṕerience d’extraction, par des outils de reconnaissance de formes, de la partie de la sémantique
qui correspond aux formes littéraires des contextes appelants des liens et des contextes appeĺes par des liens. Une
autre exṕerience est en cours concerne le changement des supports informatiques des contextes des liens.
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Deux distances locales pour graphes pondérés
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RÉSUMÉ. Nousétendons la distance de Czekanovski-Dice aux graphes pondérés pour partitioner les sommets des graphes d’in-
teraction directe entre protéines. La première distance correspond au cas où les pond́erations sont des probabilités d’interaction
et la seconde au cas où ce sont des intensités. Si les poids sont touségauxà 1, elles redonnent les valeurs de Czekanovski-Dice.

MOTS-CĹES :Graph distances, graph partitionning

1. Introduction

Nous utilisons la distance de Czekanovski-Dice (Dice, 1945) sur les graphes d’interaction entre protéine pour
appliquer des ḿethodes de partitionnement (Guénoche, 2004). Ce n’est pas unevraie distance mais un indice de
dissimilarit́e ; deux sommets adjacents qui n’ont que des sommets adjacents communs sontà distance 0 et elle ne
vérifie pas l’ińegalit́e triangulaire (Fichet et Le Calvé 1984). Nous continuerons néanmoins (comme tout le monde)
à la qualifier de distance. Elle prend en compte la simple présence ou absence d’arêtes entre deux sommets. Les
graphes dont nous disposons maintenant sont pondéŕes et nouśetendons la distance de Czekanovski-Diceà ce type
de graphe.

Soit X un ensemble den sommets,E l’ensemble desm ar̂etes etΓ = (X,E) le graphe correspondant. Nous
admettrons qu’il est connexe sinon ses différentes composantes connexes seront traitées śepaŕement. Pour toute
partieY deX, soitΓ(Y ) l’ensemble des sommets hors deY qui sont adjacents̀aY ,

Γ(Y ) = {x ∈ X \ Y tels que∃y ∈ Y, (x, y) ∈ E},
et Γ(Y ) = Y

⋃
Γ(Y ). Le voisinage dex est doncΓ(x). Le degŕe dex est not́e Dg(x) = |Γ(x)| et δ désigne le

degŕe maximum du graphe. SoitE(Y ) l’ensemble des arêtes internes̀a la classeY ⊂ X :

E(Y ) = {(x, y) ∈ E telles quex ∈ Y ety ∈ Y }.

2. La distance de Dice

La distance de Czekanovski-Dice entre sommets est définie par

D(x, y) =
|∆(Γ(x), Γ(y))|
|Γ(x)|+ |Γ(y)| ,

dans laquelle∆ est la diff́erence syḿetrique entre deux ensembles. On remarquera que ce sont lesΓ qui sont
utilisés, ce qui revient̀a ajouter une boucle en chaque sommet du graphe, puisquex est adjacent̀ax. Nous utilisons
cette distance pour plusieurs raisons :

– elle s’est av́eŕee tr̀es efficace dans les méthodes de partitionnement de graphes (Kuntz 1992, Jouve et al.
2002, Gúenoche 2005), nettement plus que le nombre d’arêtes d’un plus court chemin entrex ety ;
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– C’est une mesurelocale, puisqueD(x, y) est calculablèa partir des seuls sommets adjacentsàx ou ày ;
– Toute paire de sommets sépaŕes par plus de deux arêtes a une distance maximumégaleà 1 ;
– De ce fait, cette distance est calculable enO(nδ3) comme nous le montrerons dans la suite.
La valeur deD(x, y) est le quotient de deux quantités, la part sṕecifiqueà x et à y, not́eePspe(x, y), et la

part totale, not́eePtot(x, y). Si x et y ne sont pas adjacents, ces deux sommets sont comptabilisés dans les deux
parts. Par contre, s’ils sont adjacents, ils n’interviennent que dans la part totale. Ainsi, cette distance donne deux
valeurs nettement différentes, suivant quex et y sont adjacents ou non. On noteraégalement que l’intersection
Γ(x)

⋂
Γ(y) est compt́ee deux fois dans la part totale.

La distance de Dice comptabilise des sommets, adjacentsà x ou à y. Si l’on veut utiliser des pond́erations, il
faut consid́erer les ar̂etes et non plus les sommets.

3. Deux distances pond́erées

Dans les graphes d’interaction, une arête (x, y) signifie que les protéinesx et y ont une interaction directe,
c’est à dire qu’elles sont en contactà un moment donńe, et pas seulement qu’elles appartiennentà uncomplexe
protéique, c’està dire un ensemble de protéines ŕealisant une fonction cellulaire particulière. Cette information peut
être obtenue de diverses manières, en particulier̀a l’aide d’exṕeriences̀a grandéechelle, comme les cribles double
hybride, qui donnent de nombreux faux positifs. Les biologistes s’ingénientà verifier et confirmer l’existence de
ces interactions̀a l’aide d’autres exṕeriences ou de références dans la littérature. Ainsi, le poids attribué à une ar̂ete
peutêtre consid́eŕe comme une probabilité assocíeeà cette interaction.

Mais une autre interprétation est possible ; ce peutêtre une mesure de l’intensité de l’interaction, suivant le
type de cellules considéŕe, ou suivant qu’elle est essentielle ou secondaireà la ŕealisation de la fonction, qu’elle la
rende plus facile ou qu’elle l’accélère. C’est́egalement une interprétation courante eńeconomie, òu la pond́eration
peut quantifier des volumes d’échanges entre acteurs. Ce type de pondération peut aussiêtre obtenùa partir d’une
distance, en donnant des poids forts aux petites valeurs.

Dans un cas comme dans l’autre, la fonction de poids, notéep : X×X −→ [0, 1], est d’autant plus grande que
l’interaction est probable ou forte. La valeur 0 correspondà l’absence d’ar̂ete et la valeur 1̀a une information ŝure
ou un contact essentiel.

3.1. Les pond́erations sont des probabilités

Si les pond́erations sont des probabilités, la distance notéeDp entre toute paire(x, y) est líee au poids de
l’ éventuelle ar̂ete(x, y). C’est une somme pondéŕee des distances correspondant aux graphesΓ−(x, y) dans les-
quels l’ar̂ete (x,y) n’existe pas (elle a un poids 0) et aux graphesΓ+(x, y) dans lesquelles elle existe sûrement
(avec un poids 1).

Dp(x, y) = (1− p(x, y))× Γ−(x, y) + p(x, y)× Γ+(x, y) (1)

Mais les graphesΓ+ etΓ− sont eux m̂eme fonction des probabilités des ar̂etes deE(Y ), avecY = Γ(x)∪Γ(y).
Le calcul deDp(x, y) devrait se faire par sommation sur les parties deY , chacunéetant pond́eŕee par le produit
des poids des arêtes pŕesentes dans cette partie. Pour des raisons de complexité (́enuḿeration des parties d’un
ensemble), nous avons retenu une formule plus simple.

1. Dans le cas des configurationsΓ−(x, y) la part sṕecifiqueàx et ày est compośee :
– des poids des arêtes correspondant aux sommets rattachés exclusivement̀ax ou ày,
– pour un sommets rattach́eàx etày, de la diff́erence de poids|p(x, s)−p(y, s)|, qui correspond aux situations

où s n’est plus rattach́e qu’̀a l’un des sommets,
– des deux boucles enx et eny, implicitement de poids 1, ńecessaires pour rester compatible avec la formule

de Czekanovski-Dice.

2
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Et donc la partie sṕecifique est́egaleàPspe(x, y) = 2 +
∑

s∈Y |p(x, s)− p(y, s)|. Pour la partie totale, il faut
compterPtot(x, y) = 2− 2× p(x, y) +

∑
s∈Y p(x, s) + p(y, s), la valeur 2 correspondant encore aux boucles et

les2× p(x, y) à l’arête(x, y) compt́ee 2 fois dans la somme bien qu’absente de ces configurations.

2. Dans le cas des configurationsΓ+(x, y) la part sṕecifique à x et à y est égale à Pspe(x, y) =∑
s∈Y |p(x, s) − p(y, s)| ; les boucles n’y sont plus, puisquex et y sont tous les deux adjacentsà x et y.

Et la partie totale estPtot(x, y) =
∑

s∈Y p(x, s) + p(y, s) + 2 + 2× (1− p(x, y)), le dernier terme correspondant
au poids de l’ar̂ete(x, y) égalà 1 dans les graphesΓ+.

Donc pour reprendre la définition (1), nous noterons

S(x, y) =
∑

s∈Y

|p(x, s)− p(y, s)| etT (x, y) =
∑

s∈Y

p(x, s) + p(y, s)

pour aboutir̀a la distance pond́eŕee par des probabilités :

Dp(x, y) = (1− p(x, y))× S(x, y) + 2
T (x, y) + 2− 2p(x, y)

+ p(x, y)× S(x, y)
T (x, y) + 4− 2p(x, y)

.

3.2. Les pond́erations sont des intensités

Si les pond́erations sont considéŕees comme des intensités d’interaction, les interactions spécifiques̀ax ou ày
tendent̀a leséloigner et les interacteurs communsà les rapprocher. Ainsi, les liens entrex ety peuvent̂etre ranǵes
en deux cat́egories :

– les forces d’attraction correspondantà l’arêteéventuelle(x, y) et pour tout sommets adjacent̀a x et à y la
somme des poids des arêtes(x, s) et (y, s) ;

– les forces de ŕepulsion correspondant aux sommets rattachésà un seul desx ouy, ainsi que les boucles, dans
le cas òu les sommetsx ety ne sont pas adjacents.

NotonsR(x, y) la partie ŕepulsive etA(x, y) la partie attractive correspondantà la paire(x, y). On a

R(x, y) =
∑

s∈Γ(x)\Γ(y)

p(x, s) +
∑

s∈Γ(y)\Γ(x)

p(y, s),

A(x, y) =
∑

s∈Γ(x)∩Γ(y)

p(x, s) +
∑

s∈Γ(y)∩Γ(x)

p(y, s).

R(x, y) correspond̀a la différence syḿetrique, donc au nuḿerateur dans la formule de Dice etA(x, y) à l’union
Γ(x)

⋃
Γ(y). On remarquera que si(x, y) ∈ E, le poids de l’ar̂ete(x, y) bien est compt́e 2 fois dansA(x, y).

La distanceDi baśee sur les intensités d’interaction est donc la version quantifiée de la distance de Czekanovski-
Dice ; elle est d́efinie par :

Di(x, y) =
R(x, y) + 2

R(x, y) + A(x, y) + 2
si (x, y) /∈ E

Di(x, y) =
R(x, y)

R(x, y) + A(x, y) + 2
si (x, y) ∈ E

On notera que si les sommetsx ety sont śepaŕes par plus de deux arêtes, c’est la première formule qui s’applique
et la distance est toujourségaleà 1, quel que soit ce nombre d’arêtes.

4. Quelques propríetés

Proposition 1 Si les ar̂etes ont toutes un poidségal à 1, les valeurs obtenues parDp et Di sont identiques̀a la
distance de Czekanovski-Dice.

3
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Preuve :
– Quand les pond́erations sont des probabilités, la formule pourDp se ŕeduità :

S(x, y) + 2
T (x, y) + 2

quand(x, y) /∈ E et
S(x, y)

T (x, y) + 2
quand(x, y) ∈ E,

formules dans lesquellesS(x, y) est le nombre d’arêtes sṕecifiques̀ax ou ày etT (x, y) le nombre d’ar̂etes
dansΓ(x) plus celle dansΓ(y), ce qui correspond̀a la formule de Czekanovski-Dice puisque l’arête(x, y)
est bien compt́ee deux fois ;

– Quand les pond́erations sont des intensités,

R(x, y) = S(x, y) etR(x, y) + A(x, y) = T (x, y)

ce qui redonne les m̂emes formules que préćedemment.

Proposition 2 Ces distances pondérées sont calculables enO(nδ3).

Preuve : Pourévaluer la distance de Czekanovski-Dice de façon efficace, il faut coder le graphe par ses listes d’ad-
jacence. Ainsi pour chaque sommetx, on doit calculer au plusδ2 valeurs de distance. Pour déterminer les parties
sṕecifiques et totales dans l’évaluation deD(x, y), on examine au plus2δ sommets adjacents̀a x ou à y. Donc
toutes les valeurs de distance strictement plus petites que 1 sont calculées enO(nδ3). Pour les graphes pondéŕes,
on adjoindra aux listes d’adjacence les listes de poids des arêtes, de façoǹa sommer ces poids dans l’une ou l’autre
part. La complexit́e du calcul est donc identique.

A titre d’exemple, pŕecisons que la distance se calcule en quelques secondes pour un graphe peu denseà 8000
sommets, sur un ordinateur de bureau standard.

La suite de l’expośe portera sur des procédures de simulation qui tendentà prouver que la prise en compte
de pond́erations permet de mieux retrouver des classes initiales, si les arêtes de poids fort lient des sommets
appartenant̀a une m̂eme classe ou si les arêtes de poids faibles connectent des sommets de classes distinctes. Une
illustration sur le graphe des pays européens ayant une frontière commune, pondéŕe par le trafic routier, permettra
de mesurer l’influence des pondérations dans la construction de classes.

Nous montrerons ainsi que la cohérence des classes est renforcée par l’usage de pondérations rationnelles.
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RÉSUMÉ. Les puces à ADN sont devenues un outil incontournable pour l’analyse de l’expression de milliers de gènes simul-
tanément. Cependant, des défis importants concernant l’estimation de l’expression des gènes restent à relever. Dans ce papier,
on propose d’estimer de telles expressions. Notre méthode généralise celle de Li et Wong, plus précisément, on montre comment
le modèle de Li et Wong peut être exploité dans sa généralité pour obtenir de nouvelles estimations. Finalement, on compare
les modèles obtenus.

MOTS-CLÉS : Puces à ADN, Expression des gènes, Maximum de Vraisemblance.

1. Introduction

Les puces à ADN sont un outil considérable qui permet de visualiser l’expression de milliers de gènes si-
multanément. Cette technologie récente trouve de nombreuses applications dans des domaines aussi divers que
la médecine, la biologie fondamentale ou la microbiologie. Ainsi, l’utilisation des techniques d’analyse du trans-
criptome ont permis des avancées considérables dans la génomique fonctionnelle, la recherche pharmaceutique,
le contrôle des produits de l’industrie agro-alimentaire etc... Notre intérêt se porte particulièrement sur les puces
à haute densité, commercialisées par la société Affymetrix, qui ont une structure très particulière. Pour chaque
gène, une série de 10 à 20 sondes, réparties sur toute la séquence du gène, est représentée sur la lame. A chacune
de ces sondes PM (Perfect Match) est associée une sonde MM (MisMatch) dont la séquence est identique à la
séquence PM mais avec une mutation ponctuelle située en position centrale. La sonde MM permet de quantifier
la part du signal non-spécifique (bruit de fond) associé à la sonde PM . Le calcul du niveau d’expression d’un
gène est relativement complexe, et il existe plusieurs méthodes pour l’effectuer. Cependant, on se limitera aux
modèles Affymetrix MAS4.0 [AFF 99] ou MAS5.0 [AFF 01], et la méthode de Li et Wong [LI 01b] connue sous
le nom ’dchip’1. MAS4.0 considère une moyenne pondérée des différences (PMij − MMij) de chaque paire
de sondes associées à ce gène, où j = 1, ..., J est le nombre de paires de sondes. Cette différence moyenne est
basée sur le modèle statistique suivant, pour chaque gène i : PMij − MMij = θi + εij , j = 1...J . L’indice
de l’expression est représenté par θi. Les inconvénients de cette méthode ne seront pas évoqués ici, ni ceux de
MAS5.0 [IRI 03b]. [LI 01b] propose d’utiliser le modèle suivant : Pour un gène donné sur la puce i = 1, ...I :
PMij −MMij = θiφj + εij , i = 1, ...I, j = 1, ...J, ε ∼= N(0, σ2). Ce modèle sera étudié plus en détail dans la
suite de ce travail.

1. http ://www.dchip.org
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FIG. 1. Correlation entre PM et MM.
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FIG. 2. Variance de PM.

2. Le modèle de Li et Wong généralisé

Selon Li et Wong, les intensités des PM et MM sont données par :

PMij = νij + θiαj + θiφj + εP
ij [1]

MMij = νij + θiαj + εM
ij [2]

où I est le nombre d’échantillons (puces) et J le nombre de paires de sondes du gène étudié. θ est l’indice d’ex-
pression, ν est une intensité due à l’hybridation non-spécifique, α est le taux de croissance des MM et φ est le
taux additionnel de croissance des PM . Toutes ces quantités sont positives. Afin d’avoir un modèle identifiable,
on ajoute la condition

∑
j φ2

j = J .
Ce modèle n’a été utilisé que dans un cadre réduit que nous appellerons RLW :

PMij −MMij = θiφj + εij , ε ∼= N(0, σ2)

[LEM 02] ont utilisé les équations 1 et 2, mais en supposant que les PM et MM sont indépendantes, ce qui revient
à utiliser les distributions marginales. [TAI 04] a récemment introduit un modèle dans lequel il a supposé que les
erreurs sont corrélées mais avec une corrélation constante. En général, cette hypothèse ne concorde pas avec les
observations comme le montre les figures 1 et 2. Pour plus de détails : [AOU 07].
Afin de tenir compte de variations biologiques et expérimentales, nous proposons d’augmenter ce modèle pour

traduire les variations des corrélations empiriques entre PM et MM en fonction des puces ainsi que leurs variances
respectives. En effet, les erreurs sont supposées suivre une distribution normale bi-variée :

(
εP
ij

εM
ij

)
∼= N

((
0
0

)
,

(
σ2

i ρiσ
2
i

ρiσ
2
i σ2

i

))

où σ2
i est la variance et ρi est le coefficient de corrélation. Ce modèle sera appelé FLW.

En considérant les données (PMij ,MMij), nous pouvons estimer les paramètres avec la méthode de maxi-
mum de vraisemblance.
La log-vraisemblance est donnée par :

l =
∑

i,j

log(Ki)−
∑

i,j

1
2σ2

i (1− ρ2
i )

[
X2

1 − 2ρiX1X2 + X2
2

]

2
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où Ki = 1/2πσ2
i

√
1− ρ2

i , X1 = PMij − νij − θiαj − θiφj et X2 = MMij − νij − θiαj .
On obtient :

θ̂i =

∑
j φj [PMij − ρiMMij − (1− ρi)νij ] + (1− ρi)

∑
j αj [PMij + MMij − 2νij ]∑

j φ2
j + 2(1− ρi)α2

j + 2(1− ρi)αjφj

Les autres formules peuvent être obtenues de la même manière. Ces formules doivent être vues comme des étapes
d’itérations qui mèneront à une solution finale. Dans ce travail, la résolution explicite de ce système d’equations
n’est pas une fin en soi, néanmoins, elles nous sont utiles pour en extraire certaines propriétés.
En supposant les autres paramètres connus, il est facile de voir que θ̂i est sans biais de θi puisque E

[
θ̂i

]
= θi.

Pour la variance, on a :

V ar(θ̂i) =
σ2

i (1− ρ2
i )∑

j φ2
j + 2(1− ρi)α2

j + 2(1− ρi)αjφj
[3]

3. Comparaisons entre FLW et RLW

La définition du modèle réduit de Li et Wong RLW est rappelée ci-dessous :

Yij := PMij −MMij = θiφj + εij ,
∑

j

φ2
j = J, εij

∼= N(0, σ2)

L’estimation de l’indice de l’expression θi peut être obtenue en utilisant le maximum de vraisemblance ou la
méthode des moindres carrés :

θ̂i =

∑
j Yijφj∑

j φ2
j

En supposant que les φ sont connus, et en se basant sur les hypothèses du modèle RLW, on a

V ar(θ̂i) =
σ2

J

D’autre part, en se basant sur les hypothèses du FLW, on peut facilement montrer que

V ar(θ̂i) =
2σ2

i (1− ρi)∑
j φ2

j

[4]

et il est facile de voir que [3] ≤ [4].
Ainsi, le θ̂i obtenu par FLW est sans biais et a une variance plus petite ce qui consolide le choix de notre modèle
vis à vis du modèle réduit.

4. Le modèle basé sur les PM

Comme il a été discuté dans [LI 01a], les MM montrent une réponse insuffisante au changement de niveau
d’expression des gènes. Ce phénomène a généré plusieurs questions quand à l’efficacité de la prise en compte des
MM dans le calcul de l’expression des gènes. Le but de cette section est d’étudier un modèle basé uniquement sur
les PM et de le comparer au modèle réduit. Le FLW modifié devient :

PMij = νj + θiφj + εij

où εij
∼= N(0, σ2

i ). La même procédure donne :

φ̂j =

∑
i

θi

σ2
i
(PMij − νij)
∑

i
θ2

i

σ2
i

3
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ν̂j =

∑
i

1
σ2

i
(PMij − θiφj)∑

i
1

σ2
i

θ̂i =

∑
j φj(PMij − νj)∑

j φ2
j

σ̂2
i =

∑
j(PMij − θiφj − νj)2

J

Pour évaluer ce modèle, nous utilisons les données issues de ’spike-in study’ HGU95A 2 désignée par Affymetrix.
Ces données ont été développées pour valider l’algorithme MAS5.0.

5. Résultats numériques et conclusions

La résolution du système d’equations ci-dessus est faite en utilisant un algorithme itératif. Nous avons écrit un
programme sous l’environement R [IHA 96]. En outre, nous avons utilisé l’ensemble des programmes décrits dans
[IRI 03a], qui fait partie du projet ’Bioconductor’ 3, ainsi que les outils d’évaluation discutés dans [COP 03] via
l’interface 4 dont le but est d’évaluer et comparer les différentes méthodes employées pour le calcul d’expression
des gènes issues des puces à ADN. Pour plus de détails concernant les critères de comparaisons : [COP 03].
Les résultats sont donnés dans le tableau 1. En comparaison avec le modèle réduit, les valeurs obtenues avec notre
modèle se rapprochent de la perfection pour 7 des 10 critères de comparaison dont la médiane des écart-types (1ère
entrée du tableau). D’autres comparaisons sont données dans [AOU 07].

FLW-PMonly RLW-PMonly Perfection
Median SD 0.066 0.132 0
Signal detect slope 0.480 0.533 1
Signal detect R2 0.852 0.846 1
AUC (FP < 100) 0.783 0.674 1
AFP, call if fc > 2 7.331 36.907 0
ATP, call if fc > 2 10.728 11.427 16
IQR 0.211 0.446 0
FC =2, AUC (FP < 100) 0.460 0.167 1
FC=2, AFP, call if fc > 2 6.821 28.642 0
FC=2, ATP, call if fc > 2 1.000 1.250 16

TAB. 1. Résultats de comparaisons entre RLW et FLW basés sur les PM

5.1. Conclusions

On a présenté une comparaison entre les modèles réduits et complets de Li et Wong en utilisant l’approche bi-
variée ou uniquement les PM . Pour analyser la différence dans la performance générée par ces deux modèles, on
a utilisé des critères théoriques et numériques. Afin de faire un choix, la précision(variance) et l’exactitude(biais)
ont été comparées entre les différents modèles. Nos estimations sont sans biais avec une variance inférieure à celle
de RLW. En outre, l’utilisation des PM uniquement permet d’obtenir des augmentations considérables en compa-
raison avec le modèle réduit. Finalement, l’emploi d’algorithmes plus pertinents pour résoudre numériquement le
système d’équations du modèle FLW-PMonly devrait permettre l’obtention de meilleurs résultats.

2. http ://www.affymetrix. com/analysis/downloadcenter2.affx
3. http ://www.bioconductor.org
4. http ://affycomp.biostat.jhsph.edu
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RÉSUMÉ. Nous nous intéressons au problème de la prévision multipas par réseaux de neurones. Après une 
présentation des différentes approches existantes pour aborder ce problème, nous évaluons les performances d’un 
algorithme de boosting pour réseaux de neurones récurrents (RNRs). Le boosting est un méta-algorithme qui 
combine un grand nombre de RNRs, chacun d’entre eux étant généré en apprenant sur une version différente de 
l’ensemble d’apprentissage d’origine, version obtenue en se concentrant sur les exemples difficiles. Nous comparons 
les résultats obtenus sur trois séries temporelles de référence avec ceux de la littérature. 

MOTS-CLÉS : Séries temporelles, prévision multipas, réseaux de neurones récurrents, boosting. 

 
 

1 Introduction 

La dégradation des performances des systèmes de prévision de séries temporelles dès lors que l’horizon de 
prévision augmente est un problème bien connu. L’estimation de la valeur future d’une variable peut être 
raisonnablement fiable pour une prévision à court terme mais se dégrade lorsqu’on aborde le problème de 
la prévision à long terme. Toutefois la prévision multipas de séries temporelles est indispensable dans de 
nombreux domaines d’application, qui s’étendent de la modélisation des phénomènes naturels au contrôle 
de systèmes dynamiques en passant par la finance, le marketing, la météorologie, etc. La majeure partie de 
la littérature publiée traite du problème de la prévision de séries temporelles à un pas de temps. En effet, la 
prévision multipas demeure un problème difficile pour lequel les résultats obtenus par des extensions 
simples des méthodes développées pour la prévision à un pas sont souvent décevants. Par ailleurs, si 
beaucoup de méthodes obtiennent des résultats proches sur des problèmes de prévision à un pas, des 
différences significatives se font jour quand des extensions de ces méthodes sont employées sur des 
problèmes multipas. 
Pour améliorer les performances obtenues, nous pouvons adapter des procédures générales qui ont 
démontré leur capacité à améliorer les performances de divers modèles de base. Une de ces procédures est 
connue sous le nom de boosting [SCH 90]. Le gain qu’un modèle apporte par rapport à une estimation 
aléatoire est amplifié dans l’algorithme de boosting par la construction séquentielle de plusieurs de ces 
modèles, qui se concentrent progressivement sur les exemples qui s’avèrent difficiles dans l’ensemble 
d’apprentissage d’origine. Nous utilisons une version du boosting adaptée au traitement des données 
séquentielles par réseaux de neurones récurrents [ASS 05], qui travaille sur des versions pondérées des 
données initiales d’apprentissage et combine les résultats par médiane pondérée. 
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2 La prévision multipas par réseaux de neurones 

Le plus souvent les caractéristiques du phénomène qui a généré la série sont inconnues. L’approche 
habituellement adoptée pour estimer les valeurs futures ( )1ˆ +tx  repose sur l’utilisation d’une fonction f  

qui prend comme entrée une fenêtre temporelle constituée d’un nombre fixe p  de valeurs passées de la 

série temporelle : ( ))(,),2(),1()(ˆ ptxtxtxftx −−−= K . De par leurs propriétés d’approximation 
universelle, les réseaux de neurones sont souvent utilisés pour la modélisation des fonctions non-linéaires 
f . Parmi les nombreuses architectures neuronales employées pour la prévision des séries temporelles, 
nous pouvons mentionner les perceptrons multicouches (PMCs) avec une fenêtre temporelle en entrée 
[RUM 86], les PMCs avec connexions Finite Impulse Response (FIR) [BAC 92], les réseaux récurrents 
obtenus en utilisant des connexions Infinite Impulse Response (IIR) dans les PMCs [WAN 94]. Employer 
une fenêtre temporelle de taille fixe s’avère limité pour beaucoup d’applications : si la fenêtre temporelle 
est trop étroite, des informations importantes peuvent en être exclues, alors que si la fenêtre est trop large, 
des entrées inutiles peuvent agir en tant que bruit. Idéalement, pour un problème donné, la taille de la 
fenêtre temporelle devrait pouvoir s’adapter au contexte. Ceci peut être accompli en utilisant des réseaux 
de neurones récurrents [RUM 86] ou des réseaux récurrents avec des connexions FIR [BON 02].  
Indépendamment de la nature des modèles utilisés, plusieurs méthodes permettent de traiter les problèmes 
de prévision multipas. 
La première méthode, la plus répandue, consiste à mettre au point un prédicteur pour le problème à un pas 
de temps et à l’utiliser récursivement pour le problème multipas correspondant. Les estimations fournies 
par le modèle pour le pas de temps suivant sont représentées en entrée du modèle jusqu’à ce que l’horizon 
de la prévision désirée soit atteint. Cette méthode simple est pénalisée par l’accumulation des erreurs 
durant les pas de temps successifs ; le modèle diverge rapidement du comportement désiré.  
Une deuxième et meilleure méthode consiste à apprendre le prédicteur sur le problème à un pas de temps 
et, en même temps, à utiliser la rétropropagation des pénalités à travers les pas de temps afin de punir le 
prédicteur pour les erreurs cumulées. Quand les modèles sont des PMCs ou des RNRs, une telle procédure 
est directement inspirée de l’algorithme BackPropagation Through Time (BPTT) [RUM 86], qui 
effectue une descente de gradient sur l’erreur cumulée. 
Dans la troisième méthode, appelée méthode directe, le prédicteur traite directement le problème de 
prévision multipas. Des résultats expérimentaux et des considérations théoriques [ATI 99] tendent à 
prouver que la méthode directe se conduit toujours mieux que la première méthode et au moins aussi bien 
que la seconde. Une amélioration des performances est constatée si l’on utilise des RNRs que l’on entraîne 
en augmentant progressivement l’horizon de prévision [SUY 95]. Une méthode proche [DUH 01] 
enchaîne plusieurs réseaux. Le premier apprend à prédire à t+1, un second apprend à prédire à t+2 en 
utilisant comme entrée supplémentaire la prévision du premier réseau et ainsi de suite jusqu’à l’horizon de 
prévision souhaité.  
Récemment, deux méthodes de prévision sensiblement différentes ont été proposées. Dans [JAE 04] un 
réseau de neurones récurrent de grande taille, appelé réservoir, est produit aléatoirement pour que ses 
neurones présentent un ensemble varié de comportements. En apprenant les poids sortants, ces 
comportements sont combinés afin d’obtenir la prévision désirée. Dans [SCH 05], une approche 
évolutionniste est employée pour obtenir les poids des neurones cachés de RNRs et des méthodes comme 
la régression linéaire ou la programmation quadratique sont appliquées pour calculer les relations linéaires 
optimales entre la couche cachée et la sortie. 
Nous n’avons cité ici qu’une partie de la littérature récente sur la prévision neuronale mais les méthodes 
que nous avons mentionnées caractérisent bien les approches existantes. Néanmoins, il est 
particulièrement difficile d’identifier une typologie des problèmes de prévision multipas et d’évaluer 
quelles méthodes sont les plus appropriées pour un type donné de problème. 
L’approche que nous présentons pour la prévision multipas se base sur la troisième méthode et applique 
un algorithme de boosting adapté aux RNRs, qui possèdent une mémoire interne et ne nécessitent pas de 
fenêtre temporelle. 
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3 Boosting pour les réseaux de neurones récurrents 

L’algorithme de boosting utilisé doit être conforme aux restrictions imposées par le contexte général de 
l’application. Dans notre cas, il doit pouvoir travailler quand une quantité limitée de données est 
disponible et accepter comme régresseur les RNRs. Nos mises à jour sont basées sur la technique de 
[DRU 97], mais nous appliquons une transformation affine aux poids avant de les utiliser afin d’empêcher 
les RNRs d’ignorer purement et simplement les exemples plus faciles sur des problèmes comme celui des 
taches solaires. Puis, au lieu d’effectuer un échantillonnage avec remplacement selon la distribution mise à 
jour, nous préférons pondérer l’erreur calculée pour chaque exemple d’apprentissage (en utilisant toutes 
les données) à la sortie du RNR avec la valeur de la distribution correspondant à l’exemple. 
La décision d’utiliser toutes les données de l’ensemble d’apprentissage pour la mise au point de chaque 
régresseur permet de respecter la condition selon laquelle l’algorithme doit être capable de traiter des 
séries temporelles constituées d’une quantité limitée de données. Notre idée est que les modifications des 
poids permettent de donner plus d’importance aux exemples difficiles pour l’apprentissage du régresseur 
suivant. L’algorithme de boosting que nous proposons peut alors être décrit comme suit : 
 
(1) Initialiser les poids : QqD 1)(1 =  avec Q  nombre d’exemples d’apprentissage. 0=n   
(2) Répéter 

(a) Incrémenter n . Développer un modèle (RNR) en employant l’ensemble d’apprentissage au 
complet et en pondérant l’erreur quadratique pour chaque exemple q  par ( )qDn  

(b) Mettre à jour les poids des exemples :  
(i) calculer ( )qLn   pour chaque exemple q , Qq ,,1 K= ,  avec une des trois fonctions : 

     ( ) ( ) ( ) nqq
n
q

linéaire
n SyxyqL −= , ( ) ( ) ( ) 22

nqq
n
q

equadratiqu
n SyxyqL −= , 

     ( ) ( ) ( )( )nqq
n
q

saturée
n SyxyqL −−−= exp1 , où ( ) ( ) qq

n
q

q
n yxyS −= sup  ;  

(ii) calculer la moyenne de l’erreur ( ) ( )∑
=

=
Q

q
nnn qLqD

1

ε  et la confiance ( ) nnn εεα −= 1    

(iii) les poids des exemples deviennent ( )
( )

kQ

qpk
qD n

n
+

⋅+
= +

+

1
1

1
 avec ( )

( ) ( )( )

n

qnL
nn

n Z

qD
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1

1

−

+ =
α

 

où nZ  est une constante de normalisation  
       jusqu’à ce que le critère d’arrêt soit atteint : performance inférieure au hasard 
(3) Combiner les RNRs en utilisant la médiane pondérée ou la moyenne pondérée. 
 

4 Résultats et conclusion 

Nous avons appliqué notre algorithme à la prévision multipas de trois séries temporelles de référence, une 
naturelle à dépendances temporelles trouvées expérimentalement à court terme et deux artificielles dont 
les dépendances à moyen et long termes sont contrôlées explicitement. 
Les taches solaires sont des taches sombres liées à l’activité du champ magnétique du soleil. La série 
donne le nombre moyen annuel de taches apparues à la surface du soleil de 1700 à 1979. Il est d’usage 
d’employer les données de 1700 à 1920 pour l’apprentissage et les suivantes pour l’ensemble de test.  
Les séries de Mackey-Glass sont des séries de référence utilisées pour l’évaluation de nombreux systèmes 
de prévision. Ces séries sont générées par l’équation différentielle non linéaire 
( ) ( ) ( ) ( )( )ττ −+−+−= txtxtxdttdx 1012,01,0 . Pour 8,16>τ , la dynamique du modèle correspond au 

chaos déterministe. Le choix de 17=τ  et de 30=τ , valeurs habituellement retenues, permet de générer 
les séries MG17 et MG30 respectivement. Les 500 premières valeurs sont dédiées à l’ensemble 
d’apprentissage et les 100 valeurs suivantes à l’ensemble de test.  
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Les réseaux récurrents employés contiennent un neurone d’entrée, un neurone de sortie, un neurone de 
biais et une couche cachée entièrement récurrente composée de neurones avec des fonctions de transfert 
tangente hyperbolique. Cette couche est composée de 12 neurones pour les taches solaires et de 7 
neurones pour les données de Mackey-Glass 17 et 30, ce qui correspond aux meilleurs résultats obtenus 
par BPTT sans boosting et pour des prévisions à un pas de temps. 
Nous avons réalisé 5 expériences pour chaque architecture. La moyenne des résultats a été déterminée 
après ces 5 essais. Nous avons fixé à 50 le nombre maximal n  de RNRs pour chaque expérience. Nous 
comparons nos résultats avec l’algorithme BPTT d’origine et avec deux algorithmes constructifs, CBPTT 
et EBPTT, qui ajoutent des connexions à délais aux RNRs [BON 02]. 
 

 Modèle 
h BPTT CBPTT EBPTT Lin. 10 Qua. 20 Sat. 20 
1 0,24 0,17 0,19 0,18 0,17 0,18 
2 0,88 0,69 0,53 0,43 0,40 0,42 
3 1,14 0,99 0,79 0,54 0,54 0,67 
4 1,22 1,17 0,80 0,67 0,73 0,76 
5 1,01 0,99 0,88 0,74 0,69 0,77 
6 1,02 1,01 0,84 0,73 0,68 0,74 

Tableau 1. Taches solaires : Moyenne des résultats  de l’EQMN sur l’ensemble de test  en fonction de 

l’horizon h (agrégation par médiane pondérée, qui donne les meilleurs résultats). 

 
 MG17 MG30 

h BPTT CBPTT EBPTT 
Lin. 
150 

Qua. 
100 

Sat. 
100 

BPTT CBPTT EBPTT 
Lin. 
300 

Qua. 
200 

Sat. 
150 

1 21,9 12,9 0,9 0,17 0,16 0,17 11,7 2,5 1,8 0,45 0,45 0,47 
2 179 124 101 0,24 0,28 0,25 19,9 9,7 3,3 0,49 0,48 0,59 
3 145 124 16,3 0,57 0,57 0,52 3,9 2,2 1,6 0,56 0,55 0,64 
4 8,6 7,6 4,5 0,57 0,54 0,52 2,2 2,1 1,5 0,47 0,43 0,48 
5 266 253 181 0,98 1,26 1,27 2,6 2,3 0,9 0,85 0,67 0,72 
6 321 321 232 2,11 15,2 4,66 8,9 8,3 6,4 1,75 1,92 1,80 
7 320 320 297 2,65 2,48 3,69 70,1 65,6 64,3 2,98 4,56 2,27 

8 310 308 285 9,97 12,3 24,8 336 203 112 5,08 109 57 
9 312 309 302 8,19 7,18 8,89 801 379 257 84 275 3,71 

10 336 331 219 14,1 12,2 15 892 383 73,7 2,79 204 2,63 

11 289 218 252 9,80 12 16,8 411 230 285 6,34 21,3 8,05 

Tableau 2. Les séries MG17 et MG30 : Moyenne des résultats  de l’EQMN (*103) sur l’ensemble de test  en 

fonction de l’horizon h (agrégation par médiane pondérée). 

 
Les tableaux 1 et 2 comparent la moyenne des résultats de l’EQMN (Erreur Quadratique Moyenne 
Normalisée qui est l’erreur quadratique moyenne divisée par la variance de la série temporelle) avec ceux 
de la littérature. Nos modèles ont deux paramètres, la fonction de coût qui peut être linéaire, quadratique 
ou saturée, et k  le paramètre de notre algorithme de boosting. La valeur de k  choisie ici correspond aux 
meilleurs résultats obtenus pour une prévision à 1+t . Par exemple, lin. 10 correspond à une fonction de 
coût linéaire avec 10=k . Remarquons que nos résultats pourraient être améliorés par un réglage des 
paramètres directement sur le problème de prévision multipas. 
Pour la série des taches solaires, notre algorithme développe environ 9 réseaux avec les deux fonctions de 
coût linéaire et quadratique et 30 réseaux avec la fonction saturée, comme pour la prévision à un pas de 
temps. Le nombre moyen de réseaux reste pratiquement constant quand l’horizon augmente.  
Avec les deux séries MG17 et MG30, pour la fonction linéaire, notre algorithme développe en moyenne 
entre 30 et 40 réseaux pour MG17 et entre 20 et 45 pour MG30, pour la fonction quadratique, sur les deux 
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séries, le nombre moyen est légèrement supérieur et pour la fonction saturée, le nombre maximum de 
réseaux fixé par l’utilisateur (50) est atteint pour tous les horizons sur les deux séries. 
Les résultats expérimentaux qui ont été obtenus sur les trois séries de références montrent que notre 
algorithme de boosting pour les réseaux de neurones récurrents améliore fortement les prévisions 
multipas. Le boosting semble renforcer la prise en compte des dépendances temporelles entre les données 
et les sorties désirées situées plusieurs pas de temps dans le futur. En effet, l’influence de l’algorithme de 
boosting se révèle moins notable pour les prévisions multipas avec la série des taches solaires alors que les 
dépendances à court terme sont connues pour être essentielles dans cette série. Le fait que pour les 
ensembles de données de Mackey-Glass les résultats soient meilleurs peut être expliqué en notant que les 
dépendances à long terme jouent un rôle plus important pour MG17 et MG30 que pour les taches solaires. 
L’évaluation des capacités de prévision multipas de notre algorithme sur d’autres séries chaotiques est un 
de nos objectifs à court terme. 
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RÉSUMÉ. De la définition du point d’égalité entre la précision et le rappel, nous montrons qu’il peut être calculé directement.
Nous examinons les liens entre ce point d’égalité et le point où F(1) est maximum. Les expériences menées sur 3 ensembles de
documents montrent que ces deux points sont toujours très proches, ce qui permet de gagner du temps dans la recherche du
maximum pour F(1). De plus, si on remplace ce point maximum par le point d’égalité, les résultats obtenus sur un jeu de test
indépendant ne sont pas significativement différents.

MOTS-CLÉS :classification supervisée, précision, rappel, fonction F

1. Introduction

Parmi les divers moyens d’évaluer les résultats d’une classification supervisée, la précision et le rappel sont très
populaires car ils peuvent être considérés comme représentant l’effet du résultat sur un utilisateur potentiel. Ces
mesures sont décrites dans chaque article qui les utilise. Leurs formules, et parfois leur interprétation sont données,
mais rarement les propriétés mathématiques de leurs formules.

Van Rijsbergen [RIJ 79] a fait état d’études des fondements statistiques de l’évaluation des classifieurs, notam-
ment des rapports entre précision et retombées lorsque les scores sont distribués normalement. Pour une discussion
(assez complète) des mesures utilisées, on se reportera à [SEB 02]1.

Quand un score (généralement linéaire) est calculé pour chaque exemple dans chaque classe, un seuil donne la
limite des scores au-dessus de laquelle les objets seront mis dans la classe. Il faut alors trouver une valeur du seuil
qui soit un compromis car la précision et le rappel varient en sens contraire : quand on accepte plus d’exemples,
le rappel augmente et la précision généralement diminue. Entre autres, deux stratégies (dont on peut facilement
interpréter les résultats) sont employées pour trouver ce compromis : le point d’égalité où la précision et le rappel
sont égaux et le maximum d’une fonction F des deux mesures (habituellement F(1), la moyenne harmonique).

Y-a-t-il un lien entre ces deux stratégies ? [YAN 99] a remarqué que les seuils obtenus dans les 2 cas sont
souvent très proches mais pas identiques. Dans ces conditions, quelle est la perte si l’on remplace un des seuils par
l’autre ?

Nous allons étudier quelques propriétés mathématiques du point d’égalité et du maximum de F(1), puis nous
présenterons les résultats d’expérimentations menées en classification de documents.

1. où nous pouvons lire au sujet du point d’égalité :”a plot ofπ [the precision] as a function ofρ [the recall] is computed by
repeatedly varying the threshold ; breakeven is the value ofρ (or π) for which the plot intersects theρ = π line.”. C’est un
travail qui semble inutile, comme nous allons le montrer.
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2. Le point d’égalité

Étant donné le résultat brut d’une classification automatique (une classe et son complément), les objets sont
séparés en 4 groupes suivant deux propriétés : ils sont pertinents ou non, ils ont été sélectionnés ou non. On compte
alors le nombre d’objets dans chaque groupe.

pertinent non pertinent total
sélectionné X Y S

non sélectionné Z W N − S
total Re N −Re N

P = X
X+Y = X

S R = X
X+Z = X

Re

La précisionP est la proportion d’objets pertinents parmi les sélectionnés. Le rappelR est la proportion d’ob-
jets sélectionnés parmi les pertinents. Remarquez queRe est constant alors queS varie avec les paramètres de la
méthode utilisées, entre autre le seuil.

Comme [BLO 04] l’a noté, il s’ensuit immédiatement que le point d’égalité est obtenu, dans le cas général,
quand le nombre d’objets sélectionnés est égal au nombre d’objets pertinents. Une autre solution de l’équation est
le cas où il n’y a pas d’objets pertinents sélectionnés (X = 0) : c’est le cas du rejeteur universel, ou bien le cas où
un ou plusieurs objets non pertinents ont obtenu des scores supérieurs à tous ceux des objets pertinents.

P = R⇔ X = 0 ∨ S = Re ⇔ X = 0 ∨ Y = Z [1]

Par la suite nous supposeronsX > 0 et le cas qui nous intéresse est le cas général d’un classifieur pas trop
mauvais :S = Re ⇔ Y = Z 2

3. La fonction F (β)

La fonction F est utilisée pour trouver un compromis entre la précision et le rappel, en accordant éventuellement
plus d’importance à l’un qu’à l’autre.

F (β) =
(β2 + 1)PR

β2P + R
[2]

Propriétés : F (0) = P F (∞) = R F (1) = 2PR
P+R 0 ≤ F (β) ≤ 1

C’est pourquoi on choisitβ = 1 quand il n’y a pas de raison de privilégier la précision ni le rappel.

F (1) =
2PR

P + R
=

2X

Re + S
[3]

Le maximum de F(1)

Généralement, le nombre d’objets sélectionnés dépend d’un seuilθ dont il s’agit de trouver la valeur maximi-
sant F(1). Ce maximum est obtenu quand la dérivéeF ′ = δF

δθ est nulle :

F ′ = 2X′(Re+S)−XS′

(Re+S)2 Et commeS = X + Y alorsF ′ = 2 (Re+Y )X′−XY ′

(Re+S)2

Le dénominateur étant toujours positif si nous supposons qu’il existe au moins un exemple (Re > 0) :

F ′ = 0 ⇔ (Re + Y )X ′ = XY ′ ⇔ Y ′

X ′ =
X + Z + Y

X
=

Z + Y

X
+ 1

2. En cas d’égalité des scores, il se peut qu’on ne trouve pas de seuil qui fournisse exactement un point d’égalité. On se
contentera alors d’un point approchéS = Re ± 1 et la différence obtenue sera faible si le nombre d’objets est élevé.

2

� 52 �



PourX = 0, F est nulle ou indéterminée, donc n’admet pas maximum. Il reste :F ′ = 0⇔ Y ′ ≥ X ′

De plus, l’égalitéY ′ = X ′ ne sera vérifiée que siY = Z = 0 (classifieur parfaitP = R = 1).

La fonction F au point d’égalité

La valeur deF (β) au point d’égalité est ([YAN 99]) :F (β) = (β2+1)PP
β2P+P = P = R

P et R varient en sens contraire. Ils sont liés par une relation qui dépend de la distribution des scores. En
conséquence, le maximum de F(1) n’est pas nécessairement obtenu lorsqueP = R. De la définition 2, nous
déduisons :

F ′ = 2
(P ′R + PR′)(P + R)− (P ′ + R′)PR

(P + R)2
= 2

P ′R2 + 2PR′

(P + R)2

Est-il possible queF ′ = 0 quandP = R ?

F ′ = 0⇔ P ′R2 + P 2R′ = 0 F ′ = 0 ∧ P = R⇒ P ′ + R′ = 0

DoncP = R ∧ P ′

R′ = −1⇒ F ′ = 0, ce qui semble être vérifié lorsque l’on trace les courbes P/R/F :

au point d’égalité (intersection avec la bissectrice), la dérivée de la précision par rapport au rappel est -1.

4. Expérimentation

Les ensembles de documents

Les expérimentations ont portés sur trois ensembles de demandes de brevets. Deux d’entre eux, en anglais,
proviennent de l’Office Européen des Brevets : EPO1F est composé d’une sélection de documents n’appartenant
qu’à une des 16 classes (1000 documents par classe) ; EPO2F est un flot normal de demandes où beaucoup de do-
cuments appartiennent à plusieurs des 44directoires(68 000 documents, au moins 2000 documents par classe). Le
troisième ensemble contient des résumés en français de demandes à l’Office Mondial de la propriété intellectuelle
(WIPO-F) : 680 000 documents inégalement répartis entre 119 classes.

Conditions de l’expérimentation

Le système utilisé est LCS [BEN 03, KOS 03] avec la méthode Winnow symétrique [LIT 88, DAG 97], ce
qui explique que certains scores sont négatifs. Des expériences précédentes nous ont fait utiliser les paramètres
suivants : promotion 1.03, démotion 0.97, 3 itérations sur les documents, seuil épais [0.5, 2], force des termes LTC,
sélection des termes par l’incertitude [PET 02].

Résultats

Pour comparer le point d’égalité et le maximum de F(1), on peut d’abord comparer leur position, en terme du
nombre (relatif) de documents sélectionnés ou selon la valeur du seuil :

δS =
Re − SM

Re
, δθ = θ au BEP − θ au F (1)max

Comme0.5 < θ < 0.9, la différence n’est jamais supérieure à 2% de la valeur du seuil.

Ensuite, la différence de qualité est mesurée parδF = F (1)max − F (1)au BEP , d’abord sur l’ensemble
d’apprentissage : la qualité au point d’égalité est parfois sensiblement moindre. Quand la classification est ap-
pliquée sur un ensemble indépendant de test, la variation moyenne de F(1) est bien plus petite. Cette différence
δF est souvent négative, ce qui signifie que le point d’égalité calculé sur l’ensemble d’apprentissage donne sur
un ensemble de test une valeur de F(1) supérieure à celle obtenue avec le point donnant le maximum de F(1) sur
l’ensemble d’apprentissage. Nous avons aussi remarqué que les plus grand écarts, positifs ou négatifs, sont obtenus
pour des classes contenant peu de documents.

3
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EPO1F (16 classes) EPO2F (44 classes) WIPO-F (119 classes)
δSmin -1.90% -3.97% -8.49%
δSmax 1.47% 28.32% 25.00%
δSmoy -0.10% 12.11% 1.97%
δθ min -0.094 -0.015 -0.200
δθ max 0.044 0.070 0.224
δθ moy 0.007 0.004 0.007

train :δF min 0% 0.15% 0.%
δF max 0.35% 2.76% 6.42%
δF moy 0.06% 1.27% 0.41%

test :δF min -1.27% -1.71% -6.89%
δF max 0.64% 1.87% 4.14%
δF moy -0.09% 0.10% 0.27%

TAB . 1. Différences entre le maximum de F(1) et le point d’égalité avec leurs macro-moyennes.

5. Conclusion

Comme il est impossible de trouver un relation formelle reliant le point d’égalité entre précision et rappel et le
maximum de F(1), l’expérimentation est nécessaire et montre qu’ils sont obtenus pour des valeurs de seuils très
similaires. Comme le point d’égalité est obtenu directement en sélectionnant un nombre d’objets égal au nombre
d’objets pertinents, le maximum de F(1) doit être cherché autour du point d’égalité, ce qui économise entre 9% et
14% du temps d’apprentissage, soit 37min pour les 119 classes de WIPO-F.

De plus, si l’on remplace le seuil où F(1) est maximum par le point d’égalité, la qualité obtenue sur un jeu de
test indépendant n’est pas modifiée significativement, la variation moyenne restant bien en dessous de 1%.
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RÉSUMÉ. Les méthodes de l’analyse des données saisissent les individus dans leur réalité multidimensionnelle et 
relative. Mais les connaissances qu’elles induisent n’entrent pas dans le cadre inférentiel de la statistique 
fishérienne, au double sens de la généralisation et de la prédictibilité. Une réflexion sur les fondements logiques de 
l’inférence et de la décision nous conduit à distinguer les catégories de la statistique individu-propriété et de la 
statistique structurale. Pour celle-ci, nous développons des méthodes analogues à celles de la théorie des sondages et 
à la discrimination statistique. Nous proposons une application dans le domaine de l’environnement sonore urbain1. 

 
MOTS-CLÉS : Analyse des Données, Inférence, Logique 

 
 
 

1 Perspective logique de la Statistique Structurale 

La pratique moderne de la logique des prédicats se fonde sur le concept aristotélicien de la substance et des 
attributs, qui trouve son expression moderne dans la théorie des types de Russel. La relation 
d’appartenance implique des attributs d’un type supérieur à celui de l’individu qui en est l’objet. Un 
concept est défini en intention à l’aide de propositions logiques qui permettent d’en établir l’extension. 

Cette théorie fait écho à l’utilisation pour l’analyse discriminante des groupes définis a priori, mais elle 
sous-tend également la pratique des probabilités d’appartenance à une classe-attribut. On relie ainsi les 
développements de la statistique fishérienne à l’épistémologie du concept de la logique formelle. Nous 
appellerons donc ici ces développements, statistique individu-propriété. 

La logique de la relation individu-propriété ne s’applique pas aux repérages spatiaux construits par 
l’analyse des données : typologies, coordonnées ou régions de l’espace factoriel. Ainsi, on ne peut utiliser 
sans contradiction [SUT 95] les typologies construites par classification automatique, car elles ne 
délimitent pas des classes–concepts définis en intention. Au plan formel, les objets de l’analyse des 
données ne présentent pas la consistance du concept-attribut.  

                                                      
1 INRETS - Projet de recherche PIE, «Prospective et Indicateurs des impacts des transports sur l’Environnement, 
outil d’évaluation et d’aide à la décision».  Les données sont les  niveaux sonores moyens sur 1” mesurés pour 200 
sites. Ils sont recodés en indices macro-acoustiques (indices énergétiques et comptages d’événements  [BEA 05])  
pour décrire les profils temporels des sites : les situations sonores urbaines.  
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En effet, la logique de la relation individu-propriété interdit de définir une propriété à partir de la collection 
des individus car elle doit lui être préalable. Or, caractériser un individu à partir de sa position dans 
l’espace des facteurs d’une analyse multivariée revient à faire dépendre ses propriétés des autres individus 
actifs de l’analyse et la situation est pire encore si cette position est résumée par une classification 
automatique dont les frontières dépendent de la distribution empirique. 

Observons également que la place de l’interprétation affaiblit encore le statut des objets de l’analyse des 
données comme attributs d’une proposition prédicative. En effet, l’opérateur y définirait une mesure selon 
la signification qu’il donne à ses observations – interprétation des axes, finesse des partitions. 

Les constructions de l’analyse des données et des propositions qu’elles permettent d’énoncer, relèvent de 
l’existence statistique et leur statut épistémologique est précisé dans un article fondateur [BEN 80]. Pour 
autant, ces objets ne relèvent pas du cadre de la logique des prédicats qui sous-tend le langage et les 
développements probabilistes. La question de leur usage inférentiel conduit à les inscrire dans un cadre 
méthodologique et conceptuel spécifique; ce que nous appelons statistique structurale. 

L’épistémologie du concept est traversée d’une autre ligne de pensée qui s’origine chez Spinoza2 et trouve 
avec Wittgenstein son développement moderne. Elle contourne la distinction scolastique entre substance et 
attribut dans une visée méthodologique. Spinoza contre Thomas d’Aquin ou Wittgenstein contre Russell, 
objectent à la logique formelle de ne pas rendre compte du monde et cherchent les conditions de 
production d’énoncés rationnels hors la logique des prédicats. Ainsi, Wittgenstein, admet une vision du 
concept comme constitution de familles de ressemblance ou structure qui associe forme et sens.  

Nous définissons le concept de la statistique structurale comme l’ensemble des interrelations entre les 
individus d’une collection selon le point de vue des axes résumant un ensemble de variables-propriétés qui 
le représentent sans l’épuiser. Ce concept se constitue à la fois  des systèmes d’oppositions qui structurent 
l’univers et de la place de chacun des individus. Les méthodes factorielles le dégagent de la partie 
contingente des mesures et en réduisent la dimensionnalité pour le rendre opératoire. 

Nous déployons ce concept dans les deux directions principales développées avec succès dans le cadre de 
la statistique individu-propriété : l’inférence d’un échantillon vers une population mère et la prédictibilité 
de la position d’un individu anonyme dans une structure : 

� l’inférence - la théorie de l’estimation a du sens dans des contextes et des usages limités en analyse 
des données. Pourtant, il est fréquent d’utiliser ces outils sur des échantillons aléatoires. 

� l’aide à la décision – comme évoqué supra, le calcul des probabilités a posteriori est inapproprié 
hors le cadre individu-propriété. Pourtant, les projections d’espace-cible analogue à une variable 
endogène sont utilisées pour des raisonnements prédictifs. Mais elles n’offrent pas la rigueur de 
l’analyse discriminante et ne présentent pas la même proximité au langage de la décision. 

2 Méthodes inférentielles pour la Statistique Structurale 

La problématique de l’inférence en analyse des données, a donné lieu à des travaux de statistique 
mathématique qui ont établi un certain nombre de distributions liées à la décomposition spectrale de 
matrice empiriques. Mais ces travaux ont une portée pratique réduite, d’une part à cause de conditions 
distributionnelles restrictives et, d’autre part, parce qu’ils concernent surtout les qualités des éléments, 
chacun considéré indépendamment, et non globalement les uns par rapport aux autres - comme il serait 
pertinent dans le cadre conceptuel de la statistique structurale.  

                                                      
2 En particulier, on peut observer l’usage du terme essence au lieu de la substance scolastique dans la proposition 
suivante : « une affection quelconque d’un individu quelconque montre avec l’affection d’un autre d’autant plus de 
discordance que l’essence de l’un diffère de l’essence de l’autre ». Proposition 57 du livre III de l’éthique. 
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Les fluctuations d’échantillonnage sont abordées à partir des techniques de simulation, en particulier de ré-
échantillonnage bootstrap; l’expression «stabilité externe» [GRE 84], a été introduite pour ces travaux. 
L’ACP normée pose un problème de dimension de l’espace des individus, traité par projection des matrices 
de corrélation bootstrap comme éléments supplémentaires [CHA 96]. Ces méthodes permettent de tracer 
des zones de confiances pour les positions des variables. 

Par rapport au cadre de la théorie de l’estimation, il s’agit d’un usage non standard du bootstrap, en ceci 
que les calculs s’appuient sur les axes construits d’après l’échantillon originel. C’est une inférence post 
data ou bootstrap partiel. La vision des fluctuations offerte par le bootstrap partiel apparaît conservatrice 
par rapport au bootstrap complet qui recalcule la structure - de manière dégradée - sur chaque échantillon.  

Pour approfondir ces méthodes dans le cadre de la statistique structurale, nous concentrons l’attention sur 
les positions des n individus de l’échantillon originel Xnp. Ils sont imparfaitement représentés dans 
l’échantillon bootstrap X*np mais les relations pseudo-barycentriques permettent de dériver leurs 
coordonnées bootstrap  des coordonnées bootstrap ϕ **

iq ψ *
jq des p variables, établies par simulation. 

Nous introduisons l’indice de consistance de la structure Cs comme le rapport de l’écart-type 
d’échantillonnage des distances entre individus, et la moyenne de cette distance – variance empirique de la 
collection. On la calcule pour chaque couple d’individus entre les B échantillons bootstrap. 
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On constate sur un jeu de données simulées que l’indice Cs croît avec la taille n de l’échantillon, et décroît 
avec le nombre q d’axes retenus quand celui-ci reste faible devant p. 

Dans la même perspective, on teste la stabilité d’affectation des individus dans un codage de la structure. 
Pour les situations sonores urbaines c’est une classification centrée sur les demi-axes d’une ACP – 
méthode inspirée des k-means axiales [LEL 94]. Une hypersphère-centre est définie par un rayon r de 
façon à contenir une fraction fixée de l’échantillon – ici, 20%. A l’extérieur, chaque individu est affecté au 
demi-axe qui lui est le plus proche. En dimension 2, cette classification se représente comme suit :  
 

energy - energy +centre

events -

events +

F2 

F1 

 

 

 

 

 

 

 

 

figure f1 : espace des situations sonores urbaines (plan F1xF2), codage en 5 situations-classes. 
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L’axe F1 correspond à l’énergie acoustique moyenne des sites, et l’axe F2 à la densité d’événements 
sonores isolés. Les classes energy+ et events+ correspondent à deux types de situations environnementales 
pathologiques. La stabilité de la structure du point de vue de ce codage est représentée par l’indice de 
consistance de la classification Cc. Pour chaque échantillon bootstrap, on dérive comme précédemment les 
coordonnées bootstrap des individus de l’échantillon originel pour calculer leur classe d’affectation 
bootstrap. La comparaison de cette classe d’affectation à sa classe réelle permet de calculer une valeur du 
Kappa pondéré de Cohen, κω , qui mesure l’agrément entre la classification originelle et la classification 
bootstrap. Cc est la moyenne sur B simulations des B valeurs κω b obtenues. 

 

3 Théorie de la décision pour la Statistique Structurale 

Le paradigme dominant de la statistique décisionnelle repose sur le calcul des probabilités a posteriori 
d’appartenance à la classe souhaitable du point de vue du décisionnaire - son score. Ce score est ensuite 
muni d’un seuil de décision. Nous avons vu supra que cette méthode est inappropriée à la statistique 
structurale dont les objets sont hétérodoxes au concept de la statistique individu-propriété. Pourtant, il est 
utile de prédire la position d’un individu dans une structure; c’est le cas pour les greffes d’enquêtes. 

Décomposons le temps logique de la décision reposant sur l’analyse discriminante :  

� on suppose que les individus anonymes appartiennent à une des classes, puis on leur affecte la 
classe la plus probable - classement par la règle du ratio de vraisemblance, 

� on leur applique une décision conforme à celle qui serait prise en connaissance de leur classe si 
elle était dans la réalité identique à leur classe affectée. 

L’analyse discriminante, par proximité au langage de la décision, confond classe réelle et classe 
d’affectation et simplifie certains problèmes pour les exprimer dans ce formalisme. Prenons à la suite de 
[HAN 96] l’exemple du credit scoring : le risque bancaire s’exprime en classes de “bon et mauvais client”. 
Sans que l’échantillon d’apprentissage change, le prêteur peut modifier le seuil de décision selon ses 
objectifs. On voit que l’analyse ne repose pas sur deux classes a priori, mais crée deux classes : “accepté 
ou refusé”. Les catégories “bon et mauvais client” sont des notions intermédiaires de calcul, qui n’ont 
finalement pas plus de consistance que les classes résumant un espace factoriel après une classification. 

En d’autres termes, l’aide à la décision délimite des régions de décision dans l’espace des prédicteurs, mais 
ne requiert pas obligatoirement des classes a priori au sens du concept individus-propriétés. Cette 
formulation rend les objets de la statistique structurale admissibles pour la décision : elle repose sur la 
prédiction de la position d’un individu dans la structure, en lieu et place de sa classe prédite. 

Notre proposition s’articule en deux temps : construire des projections dans l’espace des prédicteurs de la 
structure à prédire, puis élaborer scores et règles de décision sur ces projections.  

Un graphe complet sur les individus d’arêtes valuées selon leur proximité ou un graphe de voisinages, sont 
appropriés à décrire le concept de structure. L’analyse de la contiguïté [LEB 69] sur ces graphes généralise 
l’analyse factorielle discriminante à k classes, qui se ramène au cas d’un graphe simple formé de k cliques 
disjointes. Les résultats obtenus [CHA 99] avec cette famille de méthodes - contiguïté, analyse locale au 
graphe complémentaire, barycentrique locale - montrent leurs qualités de robustesse et de précision. 

En particulier, dans des situations comparables, on trouve un avantage à l’analyse des contiguïtés face au 
sur-ajustement pour les problèmes pauvrement posés. Le codage de l’information à prédire sous forme de 
graphe sur les individus permet également une grande souplesse de  mesure des prédicteurs – individus, 
groupes -  pour concentrer l’attention sur la spécificité du problème posé. 
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Dans la recherche menée sur l’environnement sonore urbain, les prédicteurs sont des données de 
morphologie urbaine extraites du SIG du Grand Lyon. L’application vise à munir les sites non observés ou 
anonymes, d’une situation sonore au sens de la structure dégagée sur les sites d’apprentissage. 

Les contiguïtés entre sites d’apprentissage sont calculées sur l’espace des situations sonores (figure f1). 
L’analyse des contiguïtés construit un sous-espace de l’espace des prédicteurs optimal pour projeter les 
distances sonores entre sites.  

Les scores sont dérivés de la notion d’agrément du Kappa pondéré de Cohen, étendue au contexte 
structural par un agrément entre régions de la structure sur les individus d’apprentissages. Un site anonyme 
x se voit affecter la classe Cl parmi les cinq situations sonores qui maximise l’agrément moyen Agl (x) 
calculé sur les classes C(xk) de ses plus proches voisins xk parmi les sites d’apprentissages, soit la règle δl : 
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Cette règle, tout comme l’analyse des contiguïtés, prend en compte la structure des situations sonores. Plus 
généralement, la notion d’agrément entre classes permet de construire des règles de décision pour des 
situations où l’information à prédire est plus complexe que la relation individu propriété. C’est le cas pour 
une variable ordinale ou une classification pyramidale, on peut également intégrer des coûts d’erreur de 
classement inégaux en jouant sur les agréments avec une classe médiane. 
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RÉSUMÉ. DIVCLUS-T est une méthode de classification descendante hiérarchique monothétique qui cherche à optimiser à
chaque étape le critère d’inertie intra-classe. Le dendrogramme a la particularité d’être décrit à chaque palier par une ques-
tion binaire, comme les arbres de décision ou de régression. Notre objectif est de comparer cette méthode avec deux autres
méthodes cherchant également à minimiser l’inertie intra-classe : la classification ascendante hiérarchique de Ward et les
centres mobiles. Après avoir donné et commenté les complexités de ces trois méthodes dans le cas quantitatif, nous les compa-
rerons empiriquement sur six jeux de données du Machine Learning repository.

MOTS-CLÉS : Classification divisive, classe monothétique, hiérarchie indicée, question binaire.

1. Introduction

La méthode DIVCLUS-T est une méthode de classification descendante hiérarchique qui peut s’appliquer à
des données quantitatives ou qualitatives. Cette méthode procède comme toute méthode descendante hiérarchique
par divisions successives et s’articule autour des 3 points suivants :

– Les divisions s’arrêtent après � étapes. On obtient donc le “haut” du dendrogramme c’est à dire les partitions
de 2 à � � � classes.

– A chaque étape cette méthode choisit de diviser la classe telle que la nouvelle partition ainsi obtenue soit
d’inertie intra-classe minimum. Pour des données qualitatives, l’inertie est calculée avec la distance du � � sur
le tableau disjonctif complet. Le critère d’inertie intra-classe étant additif cela revient à choisir la classe telle
que la variation de l’inertie obtenue en la divisant soit maximum. Dans Ward on agrège à chaque étape les
deux classes minimisant ce même critère de variation de l’inertie. Dans Ward et dans DIVCLUS-T on utilise
donc le même critère pour indicer la hiérarchie et donc valuer la hauteur des paliers dans le dendrogramme.
Dans DIVCLUS-T le choix de la classe à diviser est nécessaire puisque l’on ne continue pas nécessairement
les divisions jusqu’à l’obtention des singletons.

– L’algorithme de bi-partitionnement d’une classe à � éléments en deux sous-classes n’évalue pas l’inertie
intra-classe des ���� � � bi-partitions possibles pour en retenir la meilleure, mais évalue ce critère sur
l’ensemble de toutes les bi-partitions induites par l’ensemble de toutes les questions binaires. On utilise donc
ici l’approche monothétique des arbres de décisions et de régression [MOR 63] [BREI 84] mais dans un
cadre non supervisé. Les différences sont nombreuses. En particulier il n’y a pas de variable à expliquer et
pas d’élagage.

On peut trouver les détails concernant cette méthode et son implémentation de [CHA 06]. Elle avait été définie
mais de manière plus succincte dans le cas quantitatif dans [CHA 97] et dans le cas qualitatif dans [CHA 99]. Dans
[CHA 99] la méthode, appelée DIVOP à l’époque, était présentée dans le cadre d’une application en dermatologie
conjointement avec une autre méthode divisive monothétique appelée DIVAF, basée sur l’analyse des correspon-
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FIG. 1. Dendrogramme obtenu avec DIVCLUS-T pour les donn ées chiens

dances multiples. Une méthode divisive de type monothétique utilisant le processus de Poisson a également été
proposée par [PIR 94].

La méthode DIVCLUS-T est donc une méthode simple dont la principale propriété est de fournir une in-
terprétation immédiate et monothétique du dendrogramme et des classes de la hiérarchie. On voit par exemple
sur le dendrogramme obtenu avec DIVCLUS-T pour les données qualitatives sur les chiens [SAP 90] (Figure 1)
les sept questions binaires associées aux sept premières divisions. Dans cet exemple on a continué les divisions
jusqu’à l’obtention des singletons afin de comparer cette hiérarchie avec celle obtenue avec Ward sur toutes les
coordonnées factorielles de l’AFCM. Sur cet exemple les hiérarchies et les dendrogrammes obtenus avec Ward et
DIVCLUS-T sont identiques.

2. La complexité

La complexité de DIVCLUS-T pour des données quantitatives est ������������ � ��� avec � le nombre de
classe de la partition la plus fine, � le nombre de variables et � le nombre d’objets.

La classification ascendant hiérarchique de Ward avec la méthode des voisins réciproques est en ��� ��. Le
calcul préalable des ��� � ���� distances Euclidiennes est quant à lui en ������. On peut donc considérer que
l’algorithme de Ward est en ������. DIVCLUS-T est donc plus performant en terme de complexité que Ward pour
de petites valeurs de � et � � �.
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L’algorithme des centres mobiles est en �����	 � où � est le nombre de classes de la partition et 	 le nombre
maximum d’iterations. DIVCLUS-T est alors plus performant en terme de complexité que les centres mobiles
lorsque ������ � � � 	 .

Pour des données qualitatives, la complexité de DIVCLUS-T est exponentielle avec le nombre de modalités
des variables. Une solution pour réduire cette complexité est de définir un ordre sur les modalités en prenant par
exemple les ordres des modalités sur les axes principaux de l’AFCM.

3. Comparaison empirique

Nous avons voulu répondre à la question suivante : l’aspect rigide et simpliste du processus monothétique
de DIVCLUS-T implique-t-il des partitions beaucoup moins bonnes en terme d’inertie intra-classe ? Pour donner
un premier élément de réponse à cette question, nous avons comparés empiriquement le pourcentage d’inertie
expliquée des partitions de 2 à 15 classes obtenues avec DIVCLUS-T, Ward et les centres mobiles, sur 6 jeux de
données du Machine Learning repository [HET 98]. Ces six bases, trois quantitatives et trois qualitatives, sont
décrites dans le tableau 1.

Nom Type Nb objets Nb variables(nb categories)

Glass quantitatives 214 8
Pima Indians diabete quantitatives 768 8
Abalone quantitatives 4177 7
Zoo qualitatives 101 15(2) + 1(6 )
Solar Flare qualitatives 323 2(6) + 1(4) + 1(3) + 6(2)
Contraceptive Method Choice (CMC) qualitatives 1473 9(4)

TAB. 1. Description des 6 jeux de données

Le tableau 2 donne les résultats pour les trois bases quantitatives et les trois méthodes (colonne DIV pour
DIVCLUS-T, colonne WARD pour Ward et colonne W+km pour les centres mobiles sur la partition de Ward).
Pour les données GLASS, on note que DIVCLUS-T est parfois meilleur que Ward (pour 4 classes), parfois moins
bon (pour 2, 3 classes et de 12 à 15 classes) ou encore parfois équivalent (de 5 à 11 classes). Pour les données PIMA,
DIVCLUS-T est meilleur ou équivalent à Ward jusqu’à 4 classes puis Ward prend le dessus à partir de 5 classes.
Pour les données ABALONE qui est la plus grande base (4177 objets), DIVCLUS-T est meilleur que Ward jusqu’à
4 classes et fournit des résultats proches ensuite. Finalement sur ces trois jeux de données DIVCLUS-T semble
plus performant en terme d’inertie expliquée pour les partitions en peu de classes (ce qui n’est pas surprenant
puisque DIVCLUS-T descend et que Ward monte) et pour les bases plus volumineuses (ce qui n’est pas non
plus surprenant puisque lorsque le nombre d’objet augmente, le nombre de bi-partitions évaluées à chaque étape
augmente également).

Glass Pima Abalone
K DIV WARD W+km DIV WARD W+km DIV WARD W+km
2 21.5 22.5 22.8 14.8 13.3 16.4 60.2 57.7 60.9
3 33.6 34.1 34.4 23.2 21.6 24.5 72.5 74.8 76.0
4 45.2 43.3 46.6 29.4 29.4 36.2 81.7 80.0 82.5
5 53.4 53.0 54.8 34.6 34.9 40.9 84.2 85.0 86.0
6 58.2 58.4 60.0 38.2 40.0 45.3 86.3 86.8 87.8
7 63.1 63.5 65.7 40.9 44.4 48.8 88.3 88.4 89.6
8 66.3 66.8 68.9 43.2 47.0 51.1 89.8 89.9 90.7
9 69.2 69.2 71.6 45.2 49.1 52.4 91.0 90.9 91.7

10 71.4 71.5 73.9 47.2 50.7 54.1 91.7 91.6 92.4
11 73.2 73.8 75.6 48.8 52.4 56.0 92.0 92.1 92.8
12 74.7 76.0 77.0 50.4 53.9 58.0 92.3 92.4 93.0
13 76.2 77.6 78.7 52.0 55.2 58.8 92.6 92.7 93.3
14 77.4 79.1 80.2 53.4 56.5 60.0 92.8 93.0 93.7
15 78.5 80.4 81.0 54.6 57.7 61.0 93.0 93.2 93.9

TAB. 2. Données quantitatives

Pour les trois bases qualitatives (tableau 3) on obtient le même type de résultats. Pour les données Solar
Flare et CMC, DIVCLUS-T est meilleur que Ward jusqu’à respectivement 10 et 8 classes. Pour les données Zoo,
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DIVCLUS-T reste toujours en dessous de Ward. C’est peut-être du aux fait que les variables sont binaires et que
pour des données qualitatives, le nombre de bi-partitions évaluées à chaque étape augmente avec le nombre de
modalités.

Zoo Solar Flare CMC
K DIV WARD W+km DIV WARD W+km DIV WARD W+km
2 23.7 24.7 26.2 12.7 12.6 12.7 8.4 8.2 8.5
3 38.2 40.8 41.8 23.8 22.4 23.8 14.0 13.1 14.8
4 50.1 53.7 54.9 32.8 29.3 33.1 18.9 17.3 20.5
5 55.6 60.4 61.0 38.2 35.1 38.4 23.0 21.3 24.0
6 60.9 64.3 65.1 43.0 40.0 42.7 26.3 24.9 27.7
7 65.6 67.5 68.4 47.7 45.0 47.6 28.4 28.1 29.8
8 68.9 70.6 71.3 51.6 49.8 52.1 30.3 30.7 32.7
9 71.8 73.7 73.7 54.3 53.5 54.6 32.1 33.4 35.2

10 74.7 75.9 75.9 57.0 57.1 58.3 33.8 35.5 37.7
11 76.7 77.5 77.5 59.3 60.4 61.7 35.5 37.5 40.1
12 78.4 79.1 79.1 61.3 62.9 64.4 36.9 39.4 41.5
13 80.1 80.6 80.6 63.1 65.2 65.7 38.1 41.0 42.9
14 81.3 81.8 81.8 64.5 66.2 67.7 39.2 42.0 44.2
15 82.8 82.8 82.8 65.8 68.6 69.3 40.3 43.1 44.9

TAB. 3. Données qualitatives

4. Conclusion

DIVCLUS-T est une méthode monothétique qui a l’avantage par rapport aux méthodes polythétiques telles
que WARD et les centres mobiles, de donner une interprétation très simple et immédiate des classes et un arbre
hiérarchique facile a lire et à comprendre par l’utilisateurs. Il est en outre normal que cette contrainte sur l’in-
terprétation des classes, imposée dans le processus de classification, implique une perte de qualité au niveau du
critère d’inertie. Il n’est donc pas surprenant que DIVCLUS-T soit généralement moins performant que WARD
ou les centres mobiles. Le fait que DIVCLUS-T puisse être meilleur que WARD et que dans le cas contraire, la
différence entre DIVCLUS-T et WARD est comparable à celle entre WARD et les centres mobiles, est un premier
résultat encouragent, une étude plus approfondie restant nécessaire. Cette méthode semble cependant une bonne
alternative à WARD pour les utilisateurs qui s’intéressent aux partitions en peu de classes et à leur interprétation.
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NP-difficult é de l’approximation Robinsonienne en norme
du supremum

Victor Chepoi, Morgan Seston

Laboratoire d’Informatique Fondamentale de Marseille,
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RÉSUMÉ. Dans le domaine de la classification, il est fondamental d’avoir des outils pour pouvoir représenter deśeléments d’un
ensemble en fonction d’une matrice de distance (ou plus géńeralement d’une dissimilarité) d́efinie sur cet ensemble. Ce type
de probl̀emes peut̂etre formuĺe ainsi : Etant donńee une dissimilarit́e d définie surX, trouver une dissimilarit́e d′ définie sur
X d’un type particulier qui minimise la distance entred et d′ en normelp avec0 ≤ p ≤ ∞. Nous nous int́eressons icìa
l’approximation par des dissimilarités de Robinson en normel∞. Nous montrerons que ce problème est NP-difficile.

MOTS-CĹES :Robinson, NP-complétude, approximation, NAE-3-SAT.

1. Introduction

En classification, il est connu qu’à certains types de dissimilarités sont associés des repŕesentations graphiques.
Parmi les plus connues, on peut citer les ultramétriques que l’on peut représenter sous forme d’arbres hiérarchiques
[Jar 71]. Dans notre cas, nous nous intéresserons aux dissimilarités de Robinson introduites par Robinson [Rob 51],
à l’origine pour des problèmes de chronologie en archéologie. Il aét́e par la suite montré que ces dissimilarités
sont une ǵeńeralisation des ultraḿetriques et peuventêtre repŕesent́ees par des pseudo-hiérarchies (ou pyramides)
faiblement indićees. Mirkin et Rodin [Mir 84] donnent un algorithme enO(n4) de reconnaissance des dissimila-
rités de Robinson, basé sur les algorithmes de reconnaissances des hypergraphes d’intervalles. Plus tard, Chepoi
et Fichet [Che 96] donneront un algorithme enO(n3) pour le m̂eme probl̀eme en utilisant une stratégie diviser
pour ŕegner. Concernant l’approximation par des dissimilarités de Robinson, il existe peu de résultats. Barthe-
lemy et Brucker [Bar 01] ont montré que le probl̀eme d’approximation d’une dissimilarité par une dissimilarité
fortement de Robinson en normelp (p < ∞) est NP-difficile. Les dissimilarités fortement de Robinson sont des
cas particuliers des dissimilarités de Robinson que l’on représente par des pseudo-hierarchies indicées. Pour reve-
nir au probl̀eme ǵeńeral, nous montrons que le problème d’approximation par une dissimilarité de Robinson est
NP-difficile en normel∞, pour les autres normes le problème est,̀a notre connaissance, toujours ouvert.

2. Préliminaires

Un ordre total≺ est ditcompatiblepour une dissimilarit́e d, si pour toutx, y, z tels quex ≺ y ≺ z, on a
d(x, z) ≥ max{d(x, y), d(y, z)} (si un ordre est compatible, son dual l’est aussi). On peut remarquer que si l’on
ordonne, selon un ordre compatible, leséléments de la matrice associée à la dissimilarit́e, alors les valeurs de
celle-ci sont croissantes en lignes et en colonnes quand on s’éloigne de la diagonale principale. Une dissimilarité
est dite de Robinson si il existe un ordre compatible. De même, que l’on d́efinit la compatibilit́e entre un ordre et
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une dissimilarit́e, on peut d́efinir l’ε-compatibilit́e. Une dissimilarit́e d et un ordre≺ sontε-compatibles, si pour
toutx ≺ y ≺ z, on ad(x, z)+2ε ≥ max{d(x, y), d(y, z)}. Et une dissimilarit́e estε-Robinson si il existe un ordre
ε-compatible. On peut prouver qu’il estéquivalent de d́efinir un ordreε-compatible ainsi : un ordre estε-compatible
si il existe une dissimilarit́ed′ compatible pour cet ordre telle que||d−d′||∞ ≤ 2ε. Notre probl̀eme se d́efinit alors
comme suit :

APPROXIMATION PAR ROBINSON : Etant donńee une dissimilarit́e d, trouver une dissimilarit́e de Robinson
dR qui minimise l’erreur||d− dR||∞.

RECONNAISSANCE ε ROBINSON : Etant donńe une dissimilarit́ed, est-ce qued estε-Robinson ?

Une notion connue de classification qui nous sera utile pour la suite est la notion de sur-dominée. La sur-
domińeed′ d’une dissimilarit́e d dans un sous-ensembleD′ deD est la plus petite dissimilarité deD′, si elle
existe, plus grande qued (d′ = mind′′∈D′{d ≤ d′′}). Pour une dissimilaritéd et un ordre≺ fixé, il existe une sur-
domińee Robinsonienne que nous noteronsd∗≺ (d∗≺ = mind′∈R≺{d ≤ d′′} oùR≺ est l’ensemble des dissimilarités
compatibles avec l’ordre≺). De plus,d∗≺ est facilement calculable, en effet :d∗≺(x, y) = max{d(u, v) : x ≺ u ≺
v ≺ y}. A partir de la sur-domińee, on peut calculer une dissimilarité optimaled̂≺ pour un ordre fix́e≺ (∀ x, y

d̂≺(x, y) = d∗≺(x, y)− ||d−d∗≺||∞
2 ). A partir de ces ŕesultats connus, il est facile de montrer que l’erreur optimaleε̂

pour tout ordre appartientà l’ensemble∆ = {d(x,y)−d(x′,y′)
2 : x, y, x′, y′ ∈ X}. On peut aiśement en d́eduire que

indépendamment de l’ordre, l’erreur optimale appartient aussià∆.

3. Problème similaires

De nombreux problèmes similaires d’approximation d’une dissimilarité par une dissimilarité particulìere ont
déjà ét́e étudíes et montŕes comméetant polynomiaux ou NP-difficiles. Pour ces derniers, il existe des algorithmes
d’approximation avec un facteur constant. Pour un problème de minimisationΠ, un algorithme d’approximation
avec un facteurc ≥ 1 est un algorithme qui pour toute instanceI deΠ s’exécute en temps polynômial dans la taille
deI et garantit que le côut de la solution obtenue est inférieureà c fois le côut de la solution optimale [Vaz 01].

D’abord en ce qui concerne les ultramétriques, Farach et al. [Far 93] donnent un algorithme polynômial pour
l’approximation d’une dissimilarit́e d par une ultraḿetriqued′ en normel∞. Dans [Aga 96], Agarwala et al.
ont montŕe que l’approximation d’une dissimilarité d par une semi-distance d’arbre est NP-difficile. De plus, ils
donnent un algorithme avec un facteur 3 pour ce problème. L’id́ee de cet algorithme est de fixer un pointp comme
racine de l’arbre et de placer les autres en respectant leur distanceà p. Par la suite, Chepoi et Fichet [Che 00] ont
présent́e une approche unifiée en utilisant les sous-dominantes pour les approximations par une ultramétrique et par
une distance d’arbre. H̊astad et al. [Has 03] utilisent le m̂eme type d’algorithme que Agarwala et al. [Aga 96] pour
obtenir un algorithme avec un facteur 2 pour l’approximation d’une dissimilarité par une semi-distance linéaire. En
effet pour chaque pointp, ils construisent l’arrangement tel que la coordonnée dep estégaleà 0, et les coordonnées
des autres points sontégales̀a leur distancèap. Parmi ces arrangements, ils choisissent celui qui minimise sa dis-
tanceàd. Cet algorithme a un facteur 3. Pour obtenir un facteur 2, ils décalent chaque point d’unε. Pour savoir si
un point doitêtre rapproch́e ouéloigńe dep, ils construisent une formule2-SAT. Håstad et al. [Has 03] ont aussi
montŕe qu’il est NP-difficile d’approcher une dissimilarité par une distance linéaire avec un facteur inférieurà 7/5,
et à2− δ pour0 < δ < 1 tant qu’il est NP-difficile de colorier un graphe 3-coloriable avecd4/δe couleurs.

4. NP-Compĺetude

Nous inspirant de la d́emonstration de NP-complétude de H̊astad et al. [Has 03] pour le problème de l’approxi-
mation par une distance unidimensionnelle, nous utilisons une réduction au problèmeNOT-ALL -EQUAL-3-SAT.

Le problèmeNOT-ALL -EQUAL-3-SAT (NAE-3-SAT) est un probl̀eme de satisfaisabilité. Un probl̀eme de satis-
faisabilit́e est d́efini sur un ensemble de variables booléennesX et de clausesC. Une clause est une disjonction de

2
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litt éraux (un litt́eral est soit une variablex soit sa ńegationx̄). Dans le cas de3-SAT, les clauses sont forḿees de
trois littéraux. On dit qu’une instance(X, C) est satisfaisable s’il existe un assignementA : X → (vrai, faux)
tel que chaque clause est vraie. Dans le cas deNAE-3-SAT, on ajoute comme contrainte que pour chaque clause on
doit avoir au moins un litt́eral faux. Le probl̀emeNAE-3-SAT est de trouver un assignement satisfaisant l’instance
(X, C), et le probl̀eme de d́ecision associé est :étant donńe une instance(X,C), existe-t-il un assignement satis-
faisant ? Dans [Sch 78], Schaefer a montré que ce problème est NP-complet. Nous avons montré que si il existe
un algorithme d’approximation avec un facteur< 3/2 alors on peut ŕesoudre le problèmeNAE-3-SATen temps
polynomial. Donc tantP 6= NP , il n’existe pas d’algorithme d’approximation avec un facteur< 3/2 pour notre
probl̀eme.

A partir une instance(X, C), nous allons construire une dissimilaritéd définie surP . L’ensembleP est d́efini
ainsi :

– à toute variablex deX, on associe les pointspx etpx̄ dansP
– a toute clausec deC, on associe les pointc1, c2, c3 dansP .

Enfin on ajoutèa l’ensembleP , les pointst et f pour vrai et faux. Du fait de la dualité des ordres, on peut
s’intéresser uniquement aux ordres tels quet ≺ f . On a une partition des ordres surP en deux ensembles :

– O1 : les ordres tels qu’il existex avecpx et px̄ du même cot́e det ou f (soit v ∈ {t, f} px ≺ px̄ ≺ v,
px̄ ≺ px ≺ v, v ≺ px ≺ px̄ ouv ≺ px̄ ≺ px)

– O2 : les ordres tels que pour toutx ∈ X, on apx et px̄ de part et d’autre det et f (px ≺ t ≺ f ≺ px̄ ou
px̄ ≺ t ≺ f ≺ px)

On construit la dissimilarit́e d à valeurs dans{0, 3, 6, 9}, donc l’erreur optimalêε assocíee à d appartient̀a
l’ensemble{0, 3/2, 3, 9/2}. On fixe les valeurs des distances entre les points telles que :

– tout ordre associé à un assignement qui satisfait l’instance(X, C) est 3-compatible
– tout ordre associé à un assignement qui ne satisfait pas l’instance(X,C) est 9/2-compatible
– tout ordre deO1 est 9/2-compatible.

Donc pour tout ordre≺1 deO1, nous fixons les valeurs des distances entre les points associés aux litt́eraux,t
et f telles quêε≺1 = 9/2. Si d(px, px̄) = 9, d(px, t) = 0 et d(px̄, px) = 0 alorsε̂≺1 ≥ 9/2 (cf. figure 1). Or on
a vu que l’erreur optimalêε≺ assocíeeàd pour un ordre≺ appartient̀a l’ensemble{0, 3/2, 3, 9/2}. On en d́eduit
que l’erreur optimale associéeà tout ordre deO1 est 9/2-compatible.

9
0

0

0

9/2
9/2

9/2

0

px tpx̄ fpx tpx̄ f

FIG . 1. Un ordre de typeO1 et son approximation.

Maintenant, on veut que tout ordre≺2 deO2, on aitε̂≺2 ≥ 3 pour cela fixonsd(t, f) = 6 (cf. figure 2).

0 0

0
9

0

0

9

3
03

3
px̄tpx f px̄tpx f

6

FIG . 2. Un ordre de typeO2 et son approximation.

Enfin parmi les ordres deO2, il nous faut distinguer les ordres associés à un assignement satisfaisant, des
autres. Les assignements ne satisfaisants pas(X, C), sont tels qu’il existe trois points, associés à trois litt́eraux
appartenant̀a la m̂eme clause, du m̂eme ĉoté det et f . Les distances aux points associés aux clauses vont nous
permettre de faire la distinction entre ces deux types d’ordres :

3
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– O′1 : il existe{u, v, w} = c ∈ C, telle quepu, pv, pw sont du m̂eme cot́e det etf
– O′2 :pour tout{u, v, w} = c ∈ C, il existe un point appartenantà {pu, pv, pw} qui n’est pas du m̂eme cot́e

det etf que les 2 autres.

On finit de construire la dissimilaritéd telle que pour tout ordre≺′1 deO′1, on aitε̂≺′1 = 9/2 et pour tout ordre≺′1
deO′1, on aitε̂≺′1 = 3.

Un algorithme d’approximation avec un facteur strictement inférieur à 3/2 appliqúe à une dissimilarit́e, as-
socíeeà une instance deNAE-3-SAT satisfaisable, renverra un ordre optimal carε̂ ∈ {0, 3/2, 3, 9/2}. Pour cette
démonstration, on notera que la difficulté se trouve dans le choix des valeurs de la dissimilarité. En effet, une fois
les valeurs de la dissimilarité bien choisies, la d́emonstration est basée sur unéetude de cas fastidieuse mais aisée.
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RÉSUMÉ. On constate ces dernières années un intérêt croissant pour les méthodes de classification construisant des schémas
autorisant le recouvrement des classes. Ces schémas sont, en effet, particulièrement adaptés à certains types de données docu-
mentaires ou biologiques par exemple. Malheureusement les quelques techniques existantes s’avèrent peu ou mal adaptées à
ces applications. Nous proposons dans cet article d’adapter l’algorithme des k-moyennes à cette tâche, en reconsidérant à la
fois le critère de qualité et l’algorithme de recherche d’un recouvrement optimal.

MOTS-CLÉS : Classification non-supervisée, recouvrement des classes, k-moyennes.

1. Introduction
La classification est un domaine de recherches en constante évolution du fait de l’émergence perpétuelle de

nouvelles problématiques issues du monde réel. Cette évolution porte autant sur les méthodes employées (centres
mobiles, hiérarchies, mélanges de lois, agents artificiels, etc.) que sur l’idéal recherché. Ceux qui cherchaient hier
une “organisation en classes compactes et séparées” s’autorisent aujourd’hui à varier les formes, densités, tailles,
nombres et agencements des classes, selon le contexte applicatif visé.

Dans cette étude nous nous intéressons à l’agencement des classes entres elles et plus particulièrement aux
recouvrements (appelés aussi intersections ou empiétements) entre les classes. Dans certains domaines d’applica-
tions, ce type de schéma de classification est naturel. Par exemple en biologie un gène peut influencer plusieurs
aspects du métabolisme, en recherche d’information un document (texte, image, vidéo, etc.) peut aborder plusieurs
thématiques ou appartenir à plusieurs genres différents, enfin en traitement du langage un mot peut avoir plusieurs
interprétations. Dans chacun de ces domaines, restreindre chaque élément à n’appartenir qu’à une seule classe
entraı̂ne une perte d’information potentiellement utile à l’utilisateur mais également cruciale pour le processus de
classification.

Les approches de classification aboutissant à des classes recouvrantes n’abondent pas dans la littérature ; deux
approches de référence nécessitent cependant d’être mentionnées ici : la classification pyramidale [DID 84] et
la classification floue [BEZ 81]. Pourtant ces deux approches sont peu utilisées dans les domaines d’application
cités précédemment car peu adaptées. Les pyramides autorisent des recouvrement trop limités et entre des classes
nécessairement assez similaires tandis que la classification floue oblige à effectuer, a posteriori, un choix d’affec-
tation peu évident, à partir des fonctions d’appartenance. L’affectation plus ou moins arbitraire des individus à des
classes pré-construites est un raisonnement classificatoire que l’on rencontre dans d’autres méthodes plus récentes
[LEL 93, PAN 03, CLE 04].

Nous considérerons dans cette étude que les recouvrements entre classes ne doivent pas être simplement tolérés
mais, au contraire, que le processus de construction des classes doit les intégrer et en tirer profit. De même que
les pyramides étendent les hiérarchies en autorisant les recouvrements, nous proposons d’adapter la recherche
d’une bonne partition à celle d’un bon recouvrement. Dans cette perspective, nous présentons une extension des
k-moyennes [MAC 67], fondée d’une part sur l’adaptation de la fonction objective à optimiser et d’autre part sur
l’algorithme de recherche d’un recouvrement optimal.
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2. Algorithme de classification avec recouvrement des classes

2.1. L’algorithme des k-moyennes
Étant donné un ensemble d’individus X = {x1, x2, . . . , xn} définis dans Rp muni d’une métrique euclidienne

d, l’algorithme des k-moyennes est fondé sur la recherche d’une partition I = {I1, I2, . . . , Ik} de X minimisant
le critère de variance intra-classes :

V (I) =
k∑

j=1

∑

{xi∈Ij}
pid

2(xi, cj) [1]

où cj désigne le centre de la classe Ij et pi la masse relative à l’individu xi (traditionnellement chaque individu
est pondéré de façon uniforme, avec

∑
pi = 1). Les deux étapes le l’algorithme des k-moyennes qui consistent

à (1) affecter chaque individu au centre de classe le plus proche et (2) mettre à jour le centre de chaque classe en
calculant son centre de gravité, permettent d’assurer la convergence du critère V (.) vers une partition stable1. On
remarquera que l’optimisation du critère de variance intra-classes ne tolère (et encore moins ne favorise) aucun
recouvrement de classes. En effet, chaque affectation supplémentaire d’un individu xi à une classe Ij impliquerait
une augmentation du critère V (.) de la quantité pid2(xi, cj). Nous proposons de modifier la fonction objective
utilisée, de façon à autoriser l’affectation de chaque individu à une ou plusieurs classes.

2.2. Une autre interprétation de la fonction objective
Résumer une collection d’individus à travers un ensemble de classes permet une analyse globale des données

mais suppose en même temps de concéder une partie de l’information contenue dans ces données. La fonction
objective V (.), étudiée précédemment, peut alors être interprétée comme un critère mesurant l’information perdue
ou encore l’erreur commise en substituant chaque individu à un centre (ou représentant) de classe2. Dans la suite
nous parlerons d’image d’un individu pour désigner ce substitut.

Définition 2.1 Soient une collection de classes I = {I1, I2, . . . , Ik} formant une partition de l’ensemble d’indi-
vidus X = {x1, x2, . . . , xn} et c1, c2, . . . , ck les centres respectifs des classes de I, l’image de xi (notée xi) dans
la classification est donnée par le centre cj de la classe Ij à laquelle xi est affecté.

Dans la cas où I n’est plus une partition mais un recouvrement deX , la définition 2.1 doit être étendue. Considérant
que l’affectation d’un individu xi à plusieurs classes se justifie par le fait que xi partage des propriétés avec chacune
de ces classes, l’image de xi doit résulter d’un compromis entre tous les centres de classes concernées.

Définition 2.2 Soient une collection de classes I = {I1, I2, . . . , Ik} formant un recouvrement de l’ensemble
d’individus X = {x1, x2, . . . , xn} et c1, c2, . . . , ck les centres respectifs des classes de I, l’image de xi (notée xi)
dans la classification est donnée par le centre de gravité3 de l’ensemble {cj |xi ∈ Ij}.

Par la définition 2.2, la fonction objective V (.) peut être réécrite de manière à favoriser les recouvrements de
classes lorsque ceux-ci permettent de capturer d’avantage d’information sur les individus concernés. On note V (I)
ce critère évaluant la qualité d’un recouvrement I d’un ensemble d’individus X :

V (I) =
∑

xi∈X
pid

2(xi, xi) [2]

2.3. Algorithme de recherche d’un recouvrement optimal
Une manière naı̈ve de rechercher le recouvrement qui minimise le critère V (.) serait de générer tous les recou-

vrements possibles. Cette solution est exclue dans le cas de partitions du fait qu’il existe de l’ordre de kn partitions

1. La partition stable obtenue correspond à une situation où l’algorithme ne peut plus évoluer. Nous parlerons dans la suite
d”’optimum local” pour évoquer cette situation.
2. Dans le critère V (.) l’erreur commise pour un individu xi affecté à la classe Ij vaut d2(xi, cj)
3. Dans cette définition, les classes contenant xi sont pondérées de façon uniforme.
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en k classes pour n individus. Le nombre de recouvrements possibles étant beaucoup plus grand encore, il convient
de proposer un algorithme permettant d’explorer partiellement l’espace des possibilités au risque d’aboutir à un
optimum seulement “local”.

L’algorithme que nous présentons (Figure 1) s’inspire largement de l’algorithme des k-moyennes et procède
par itérations de deux étapes :

1. l’affectation des individus aux centres les plus proches,
2. le calcul des nouveaux centres des classes.

Dans cet algorithme, l’heuristique d’affectation (AFFECTER(xi,Ct)) consiste à affecter d’abord xi au centre le
plus proche, puis à considérer les autres centres - du plus proche au plus éloigné - en effectuant l’affectation tant
que d(xi, xi) décroı̂t.

Initialisation : (t=0) choisir aléatoirement k centres Ct = {ct1, ct2, . . . , ctk} dans X ,
Pour chaque xi ∈ X : AFFECTER(xi,Ct),
en déduire un recouvrement initial I t = {It1, It2, . . . , Itk}.

FAIRE (t=t+1)
Calcul des nouveaux centres C t : pour j allant de 1 à k calculer le nouveau centre ctj de Ij ,
Affectation : Pour chaque xi ∈ X : AFFECTER(xi,Ct),

en déduire un nouveau recouvrement I t,
TANT QUE It 6= It−1

FIG. 1. Algorithme (simplifié) de recherche d’un recouvrement optimal.

L’algorithme simplifié, tel que présenté en Figure 1, nécessite quelques précisions afin d’en assurer la conver-
gence (cf. Section 2.4). Tout d’abord concernant l’affectation des individus : après recalcul des centres, il est
possible que les centres les plus proches d’un individu aient changés sans toutefois qu’une nouvelle affectation
conduise à une meilleur image ; dans ce cas nous choisirons de conserver l’ancienne affectation.

La seconde précision porte sur le calcul des centres de classes. Dans cet algorithme, le centre cj d’une classe Ij
correspond au centre de gravité du nuage de points Nj = {(xi, pi)|xi ∈ Ij} où les masses pi associées à chaque
individu sont données par :

pi =

{
0 si d(xi|j , cj,i) = 0,
η.d2(xi|j , xi)/d2(xi|j , cj,i) sinon. [3]

Dans cette expression, xi|j désigne l’image partielle de xi, i.e le centre de gravité de l’ensemble {cl|xi ∈
Il et j 6= l}. Le terme cj,i désigne le centre cj idéal pour permettre à xi de “coller à son image” (d(xi, xi) = 0)
et η est un coefficient normalisateur (

∑
pi = 1). Dans la suite on notera également xbi et xai les images de xi

respectivement avant (before) et après (after) la mise à jour du centre cj .

Notons que dans le cas d’une partition (chaque individu appartient à une seule classe), on se ramène au calcul
classique d’un centre de gravité avec des points tous de même masse η puisque cj,i = xi.

2.4. Convergence de l’algorithme

Nous donnons dans cette section les principaux éléments visant à démontrer la convergence de l’algorithme à
travers la décroissance du critère V (.). Chaque itération de l’algorithme est composée de deux étapes : l’affectation
des individus aux centres et le recalcul des centres. Concernant l’étape d’affectation, nous avons précisé que pour
chaque individu xi, une nouvelle affectation n’est pas retenue si elle fait augmenter la quantité d(xi, xi) ; et donc
indirectement le critère V (.). On peut également montrer que ce critère décroı̂t lors de l’étape de recalcul des

3
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centres et plus précisément pour chaque centre recalculé. Étant donné une classe Itj , on note d’après le théorème
de Huygens : ∑

xi∈Itj

pi.d
2(cj,i, c

t
j) =

∑

xi∈Itj

pi.d
2(cj,i, c

t+1
j ) +

∑

xi∈Itj

pi.d
2(ctj , c

t+1
j ) [4]

On peut de plus montrer géométriquement (Thalès) l’égalité suivante :

d2(xi|j , xi)

d2(xi|j , cj,i)
=

d2(xi, x
b
i )

d2(ctj , ci,j)
=

d2(xi, x
a
i )

d2(ct+1
j , ci,j)

[5]

En remplaçant dans [4] les pi par leur définition donnée en [3] puis en utilisant l’égalité [5] on obtient :
∑

xi∈Itj

d2(xi, x
b
i ) =

∑

xi∈Itj

d2(xi, x
a
i ) + T (avec T ≥ 0) [6]

ce qui montre que l’étape de calcul des nouveaux centres fait décroı̂tre (strictement4) V (.). La convergence de
l’algorithme est donc assurée du fait de la décroissance (stricte) du critère V (.) sur un ensemble fini de recouvre-
ments.

3. Discussion et conclusion
Dans la méthode exposée, l’heuristique d’affectation choisie n’est certainement pas de nature à minimiser la

fonction objective. Il s’agit simplement d’en assurer la décroissance en essayant5 de respecter la propriété suivante :
chaque individu doit être affecté aux centres les plus proches. Étant donnés k centres de classes, il serait en effet
possible d’extraire un schéma d’affectation optimal au sens du critère V (.) mais qui ne vérifierait pas la contrainte
pourtant indispensable pour assurer la cohérence des classes.
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FIG. 2. Convergences des critères V (.) et V (.) dans les mêmes
conditions initiales.

XXXXXXXXXXÉtiquettes
Classes 1 2 3

Iris Setosa 50
Iris Versicolor 21 50 5
Iris Virginica 48 24

FIG. 3. Matrice de confusion.

Afin d’illustrer notre approche, nous présentons une première expérimentation de l’algorithme sur la base
Iris (UCI repository). Ce jeu de donné, traditionnellement utilisé en classification supervisée, disposerait d’une
organisation en trois classes de 50 individus chacune, dont deux classes sont réputées difficilement séparables
(classes des Iris Versicolor et Virginica). Les résultats présentés correspondent à la meilleure classification obtenue
(relativement à V (.)) sur 20 exécutions de l’algorithme.

On observe via la matrice de confusion proposée en Figure 3 que chaque classe d’Iris extraite par notre approche
correspond à une classe prédéfinie : la classe 1 s’identifie principalement aux Iris Virginica, la classe 2 aux Iris

4. Dans [6], T est strictement positif sauf dans le cas où aucun centre n’a été modifié.
5. L’algorithme proposé ne permet pas de satisfaire totalement à cette contrainte. Cependant l’heuristique d’affectation limite
en pratique ces violations, qui ne remettent donc pas en cause la cohérence globale des classes.

4
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FIG. 4. Visualisation des classes par projection sur les deux premiers vecteurs propres (ACP).

Versicolor et la dernière classe presque exclusivement aux Iris Setosa. De plus, les intersections mentionnées
entre les deux premières classes obtenues indiquent effectivement la confusion qui existe entre les deux classes
Versicolor et Virginica. La visualisation proposée en Figure 4 atteste de la cohérence globale des classes construites
mais également des recouvrements entre ces classes.

Enfin, le graphique de la Figure 2 expose sur un exemple pratique que la vitesse de convergence de l’algorithme
proposé est du même ordre que pour la méthode des k-moyennes.

Pour conclure, nous rappelons que nous avons traité dans cet article du problème de la classification en classes
recouvrantes. Constatant qu’il n’existe pas de méthodologie clairement établie pour ce problème, nous avons
présenté une première approche dans laquelle la construction de classes recouvrantes est utilisée dans le processus
même de classification afin d’améliorer la représentativité des classes relativement aux données initiales.

Les études à venir sur ce thème de recherche consisteront notamment à proposer une méthode d’affectation
des individus conciliant à la fois les contraintes de cohérence des classes et d’amélioration du critère de qualité du
recouvrement.
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RÉSUMÉ. Dans cet article, nous proposons une nouvelle implémentation d’une adaptation des cartes auto-organisatrices de
Kohonen (SOM) aux tableaux de dissimilarités : nous proposons tout d’abord une modification de l’algorithme afin d’obtenir
une réduction importante de son coût théorique, puis nous introduisons certaines techniques d’implémentation qui permettent
de réduire de manière importante son temps de calcul effectif. Une propriété importante de ces diverses modifications est que
les résultats obtenus sont strictement identiques à ceuxde l’algorithme initial.

MOTS-CĹES : Tableau de dissimilarités, Carte auto-organisatrice de Kohonen, Implémentation efficace.

1. Introduction

Dans beaucoup d’applications réelles, les individus étudiés ne peuvent pas être décrits efficacement par des
vecteurs numériques : on pense par exemple à des données de tailles variables (séquences de protéines), ou bien
à des données (semi-)structurées (graphes, arbres, documents XML). Une solution possible pour traiter de telles
données est de s’appuyer sur une mesure de dissimilarité permettant de comparer les individus deux à deux.

Une variante des cartes auto-organisatrices de Kohonen (SOM, [KOH 01]) adaptée aux tableaux de dissimila-
rités a été proposée dans [KOH 98, KOH 02] (voir section 2). Cet algorithme souffre malheureusement d’un temps
de calcul beaucoup plus élevé que celui du SOM classique. Dans ce travail, nous proposons tout d’abord une mo-
dification de cet algorithme afin d’obtenir une réduction importante de son coût théorique (section 3), puis nous
introduisons certaines techniques d’implémentation quipermettent de réduire de manière importante son temps de
calcul. Les résultats produits par ce nouvel algorithme sont strictement identiques à ceux de l’algorithme initial.
Enfin, afin de quantifier l’amélioration des temps de calcul,la section 4 est consacrée à des expériences menées
sur des données simulées.

2. Cartes auto-organisatrices de Kohonen adaptées aux tableaux de dissimilarit́es

Nous rappelons dans cette section l’adaptation du SOM aux tableaux de dissimilarités (DSOM, [KOH 98,
KOH 02, GOL 04]). On considèreN individusD = (xi)1≤i≤N appartenant à un espace arbitraireX , muni d’une
mesure de dissimilaritéd. On considère un SOM àM modèles (ou neurones), qui sont numérotés de1 à M . Le
modèlej est associé à un élément deD, notémj (pour chaque modèlej, il existei tel quemj = xi). mj est appelé
le prototype du modèlej, et on noteM = (m1, . . . ,mM ). On munit l’ensemble des modèles d’une métriqueδ qui
correspond à la structurea priori imposée par le SOM. Le but du SOM est alors double : quantifiercorrectement
l’ensembleD en trouvant de bons prototypes, organiser ces prototypes dansD afin qu’ils respectent la topologie
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induite parδ sur les modèles. On noteK une fonction noyau décroissante (par exempleK(x) = exp(−x2)), et
h(j, k) = K(δ(j, k)) la fonction de voisinage.

Le SOM adapté aux tableaux de dissimilarités (DSOM) est unalgorithme itératif où les prototypes et la fonc-
tion de voisinage évoluent à chaque itérationl : on note doncml

j et hl(., .) ces quantités. La décroissance de
hl à chaque itération assure la convergence de l’algorithme. L’algorithme du DSOM, qui est basée sur la ver-
sion non stochastique du SOM (versionbatch) commence par unephase d’initialisation: on choisit par exemple
M0 = (m0

1, . . . ,m
0
M ) de manière aléatoire. Puis l’algorithme alterne lesphases d’affectationet lesphases de

représentationjusqu’à la convergence. Pour l’itérationl, on a :

1. phase d’affectation: chaque individuxi est affecté à son modèle gagnantcl(i) en appliquant la règle d’af-
fectation usuellecl(i) = argminj∈{1,...,M} d(xi,m

l−1

j ). L’inconvénient de ce type d’affectation est qu’il ne per-
met pas de lever les ambiguités relatives aux prototypes (cas relativement fréquent où deux modèles distincts
sont associés au même prototype). Dans notre implémentation, nous utilisons donc la modification proposée dans
[KOH 98]. Finalement, on noteCl

j la classe associée au modèlej à l’itérationl. LesCl
j forment une partition deD.

2. phase de reṕesentation: l’algorithme calcule de nouvelles valeurs pour les prototypes (i.e.Ml). Chaque
prototypeml

j est solution du problème :

m
l
j = arg min

m∈D

N∑

i=1

hl(cl(i), j)d(xi,m). [1]

3. Une implémentation efficace du DSOM

Si l’on examine le coût algorithmique du DSOM, on constate que pour une itération de l’algorithme, le coût
de la phase d’affectation est enO(NM2) (voir la règle d’affectation modifiée dans [KOH 98]) et quela phase de
représentation (voir équation 1) est enO(N2M)1. CommeN > M dans tous les cas, la phase de représentation
domine nettement le calcul. Les modifications apportées auDSOM dans cette section vont permettre dans un
premier temps de réduire la complexité théorique de la phase de représentation, puis, grâce à une implémentation
efficace de l’algorithme, de réduire son temps d’exécution.

3.1. Les sommes partielles

En analysant le problème de minimisation proposé dans l’´equation 1, on constate que sa structure peut être
grandement simplifiée. A l’itérationl et pour chaque modèlej, on cherche à trouver pour quelk, Sl(j, k) est
minimum, oùSl(j, k) =

∑N

i=1
hl(cl(i), j)d(xi,xk). Si l’on noteDl(u, k) =

∑
i∈Cl

u

d(xi,xk), on peut exprimer

Sl(j, k) d’une manière plus simple :

Sl(j, k) =

M∑

u=1

hl(u, j)
∑

i∈Cl
u

d(xi,xk) =

M∑

u=1

hl(u, j)Dl(u, k). [2]

Il y a MN différentes valeursDl(u, k), qui peuvent être pré-calculées une fois pour toute avant la phase de
représentation. Le coût de cette phase de pré-calcul estenO(N2). En effet, calculer la somme partielleDl(u, k)
coûteO(|Cl

u|) (où |Cl
u| est l’effectif deCl

u). Puis calculer tous lesDl(u, k) pour unu fixé coûteO(N |Cl
u|). Comme∑M

u=1
|Cl

u| = N , le coût total est enO(N2). Selon l’équation 2, le calcul deSl(j, k) peut être effectué enO(M)
opérations. Comme cela doit être fait pour tous lesk et pour tous lesj, le coût est enO(NM2). On a donc un
coût total pour la phase de représentation deO(N2 + NM2), à comparer avecO(N2M) pour l’algorithme initial.
Comme on aN > M dans toutes les situations, cette approche réduit le coûtdu DSOM. De plus, les résultats
obtenus sont strictement identiques à ceux de l’algorithme initial.

1. à comparer avecO(nNM) dans le cas du SOMbatchclassique sur des vecteurs de dimensionn
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3.2. L’arr êt pŕematuŕe

Dans la section précédente, les modifications apportéesà l’algorithme du DSOM ont permis de réduire sa
complexité algorithmique, dans les sections suivantes, nous allons montrer comment grâce à quelques techniques
d’implémentation, il est possible d’accélérer son temps d’exécution de manière importante.

Lors de la phase de représentation, à l’itérationl et pour chaque modèlej, on cherche à calculer le minimum des
Sl(j, k). Ce calcul est réalisé informatiquement au sein d’une boucle enk, que nous appelerons la boucle externe.
Cette boucle externe effectue deux opérations à chacune de ses itérations : premièrement elle calcule grâce à une
seconde boucle (boucle interne) la valeur deSl(j, k) pour unk donné (voir la somme enu apparaissant à la droite
de l’équation 2), puis elle compare le résultat trouvé avec le meilleur résultat calculé lors des itérations prédédentes.
Afin d’améliorer l’efficacité de ce calcul, une idée simple consiste à déplacer cette étape de comparaison dans
la boucle interne : le calcul de la boucle interne est arrêt´e prématurément dès lors que la sous-sommeΣk =∑m′

u=1
hl(u, j)Dl(u, k) calculée à l’itérationm′ (avecm′ < M ) est supérieure au minimum.

Afin de favoriser la stratégie d’arrêt prématuré, la boucle interne ainsi que la boucle externe doivent être or-
données. Pour la boucle interne, l’ordre optimal serait d’accroı̂treΣk le plus rapidement possible en sommant
d’abord les grandes valeurs dehl(u, j)Dl(u, k). Pour la boucle externe, l’ordre optimal serait de commencer avec
les valeurs faibles deSl(j, k) (i.e. avec un bon candidat pour le prototype du modèlej) : une faible valeur de
Sl(j, k) arrêtera la boucle interne plus tôt qu’une grande valeur.En pratique cependant, calculer ces ordres op-
timaux est extrêmement coûteux. Nous utiliserons donc des ordres efficaces mais non optimaux qui sont induits
par la topologie du DSOM. La définition dehl implique quehl(u, j) est petit quandδ(u, j) est grand. Il est donc
raisonnable d’ordonner la boucle interne enu dans l’ordre décroissant deshl(u, j), i.e. dans l’ordre croissant des
δ(u, j). Pour la boucle externe, nous utilisons les propriétés d’organisation du DSOM : les individus sont affectés à
la classe du prototype le plus proche. Donc, la qualitéa priori d’un individuxk comme prototype pour le modèlej
est plus ou moins l’inverse de la distanceδ entre le modèlej et le modèle représentant la classe dexk. On ordonne
donc la boucle externe dans l’ordre croissant deδ. Ces divers optimisations ne modifie pas les résultats produits.

3.3. La mémorisation

Une autre source d’optimisation vient du fait que les classes Cl
u produites par le DSOM ont tendance à se

stabiliser lors des dernières itérations de l’algorithme. Il n’est pas rare que d’une itération à l’autre, le contenu
d’une (ou plusieurs) classe reste strictement identique. Dans de tels cas, lesN valeursDl(u, k) correspondantes
restent inchangées, et il est donc inutile de les recalculer. La mise enœuvre informatique de cette optimisation peut
facilement être réalisée en associant à chaque classeCu une variable booléenne. Lors de la phase d’affectation,
cette variable est positionnée si l’on constate un changement de classe. LesDl(u, k) correspondants seront alors
recalculés lors de la phase de représentation.

Bien que cette stratégie de mémorisation se révèle être très efficace, son mode d’action est un peu grossier.
En effet, le calcul complet desDl(u, k) pour deux valeurs deu (i.e., pour deux classes) peut être déclenché par
le changement de classes d’un unique individu. Il semble donc intéressant de chercher une solution plus fine.
Considérons en effet le cas où la classe ne subit qu’une seule modification : l’individuxi. On a alors :

Dl(cl−1(i), k) = Dl−1(cl−1(i), k)− d(xi,xk) [3]

Dl(cl(i), k) = Dl−1(cl(i), k) + d(xi,xk) [4]

Appliquer ces formules de mise-à-jour induit2N additions etN affectations. Si plusieurs individus se déplacent
de leur ancienne classe à leur nouvelle classe, les opérations de mise-à-jour doivent être effectuées pour chaque
déplacement. Dans le cas extrême où tous les individus changent de classes, le nombre total d’additions serait de
2N2 (et N2 affectations). Ce coût de remise-à-jour est donc supérieur à un recalcul total (N2 additions etN2

affectations). Ceci implique que pour un nombre de modifications de classes inférieur à approximativementN
2

,
l’approche par mise-à-jour est plus efficace que le recalcul total. Il est impotant de noter que dans le cas où le
recalcul total est nécessaire, la stratégie de mémorisation présentée au paragraphe ci-dessus peut être utilisée.
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4. Expériences

Les différentes optimisations ont été évaluées sur unjeu de données simulées. Il consiste enN points deR
2

choisis aléatoirement et uniformément dans le carré unité.R2 est muni de la distance euclidienne (les dissimilarités
sont calculées avant le lancement de l’algorithme). La topologie du DSOM est une grille hexagonale munie de sa
distance de grapheδ. On choisitL = 100 itérations et la fonction de voisinage est gaussienne.

N (nb d’individus)
M (nb de modèles)

500 1 000 1 500 2 000 3 000

49 = 7× 7 11.4 / 0.8 53.5 / 2.3 135.4 / 4.8 261.6 / 8.5 865.3 / 22.5
100 = 10× 10 24.7 / 2.4 115.0 / 5.6 283.4 / 9.8 557.0 / 15.3 1757.0 / 32.8
225 = 15× 15 313.7 / 30.4 806.6 / 46.4 1594.8 / 63.3 4455.5 / 105.3
400 = 20× 20 1336.9 / 136.1 2525.2 / 179.1 7151.8 / 264.6

TAB . 1. Temps d’ex́ecution en secondes pour l’algorithme standard / pour l’algorithme avec sommes partielles

Le tableau 1 donne les performances2 de l’algorithme standard et de l’algorithme basé sur les sommes par-
tielles. Pour l’algorithme standard, le coût est quadratique enN et relativement linéaire enM . L’amélioration
apportée par les sommes partielles est impressionante. Lerapport entre les deux algorithmes est approximative-
ment proportionnel à NM

N+M2 , qui est le rapport théorique (la phase d’affectation n’est pas prise en compte).

N (nb d’individus)
M (nb de modèles)

500 1 000 1 500 2 000 3 000

49 = 7× 7 1.14 / 1.6 1.05 / 1.92 1.00 / 2 0.97 / 2.02 0.98 / 2.39
100 = 10× 10 1.41 / 1.85 1.33 / 1.81 1.23 / 1.66 1.15 / 1.65 1.08 / 1.83
225 = 15× 15 2.27 / 2.87 2.13 / 2.67 2.00 / 2.57 1.78 / 2.43
400 = 20× 20 2.74 / 3.04 2.75 / 3.2 2.48 / 2.89

TAB . 2. Taux d’acćelération pour l’algorithme avec arr̂et pŕematuŕe et ordre sans / avec ḿemorisation (ŕef́erence :
algorithme avec sommes partielles)

Le tableau 2 donne les performances des algorithmes avec arrêt prématuré et ordre avec ou sans mémorisation.
Ces expériences montrent clairement que chacune des optimisations proposées apporte un gain important en terme
de temps d’exécution.

5. Conclusions

Nous avons proposé dans ce travail un nouvel algorithme pour le SOM appliqué aux tableaux de dissimilarités.
Cet algorithme permet une réduction importante du coût théorique. De plus, certaines techniques d’implémentation
ont permis d’accélérer d’un facteur 3 le temps d’exécution sous des conditions favorables.
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2. L’algorithme a été implémenté en Java (JRE 5.0 de Sun) sur un PC équipé d’un processeur Pentium IV (3 GHz) sous le
système d’exploitation Linux
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RÉSUMÉ. L’objectif de notre travail est de pouvoir représenter visuellement de grands ensembles de données et de laisser l’expert
du domaine proćeder interactivement̀a la définition d’une classification de ces données. Notre approche se base sur l’existence
d’une fonction de similarit́e afin de traiter des données de tous types (numériques, symboliques, images, textes, etc) et permetà
l’expert du domaine, gr̂aceà l’utilisation d’une visualisatioǹa base de points d’intérêt (POIs), de d́efinir des classes dans les
donńees. Nous comparons notre approche interactive avec la classification ascendante hiérarchique (CAH) sur un ensemble de
bases classiques.

MOTS-CĹES :Classification visuelle, interaction, points d’intérêt (POI).

1. Introduction

La classification est une des tâches importantes de la fouille de données et a pour but d’affecterà chaque
donńee d’un ensemble un label de classe. La grande majorité des ḿethodes dans ce domaine utilise des approches
non interactives dans lesquelles un algorithme produit desrésultats. Cependant, on peut noter que l’expert final
est le seul̀a pouvoir valider les ŕesultats, et il arrive m̂eme que certaines ḿethodes (telles que la CAH) nécessite
l’intervention de l’utilisateur pour d́efinir de manìere fiable un ”bon” nombre de classes. La méthode que nous
proposons dans cet article se place dans la lignée des ḿethodes visuelles et interactives qui vont directement
solliciter l’expert du domaine et obtenir ainsi un résultat directement validé par l’utilisateur. A titre d’exemple,
nous pouvons citer les arbres de décision [BRE 84] [ANK 99] [SHA 96] [ALS 98] qui sont construits en divisant̀a
plusieurs reprises l’ensemble des données en sous-ensembles disjoints et où une classe est affectéeà chaque feuille
de l’arbre. Des approches de classification visuelle ontét́e d́evelopṕees dans ce cadre comme StarClass [3rd03] ou
encore PaintingClass [ACM03]. StarClass est une méthode visuelle et interactive de classification : elle visualise
des donńees multidimensionnelles en utilisant les ”star coordinates” [KAN 00] et l’utilisateur peut agir sur une des
dimensions pour créer un arbre de d́ecision. Elle est cependant limitéeà des petits ensembles de données

De manìere similaire, le but de notre travail est de construire interactivement une classification visuelle de
donńees nuḿeriques ou symboliques. Pour ce faire nous définissons une nouvelle ḿethode de visualisation basée
sur les points d’int́er̂et à partir de laquelle l’utilisateur pourra définir des groupes de points.
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2. Utilisation des points d’intérêt pour la classification

Le principe de notre ḿethode consiste,à l’instar de syst̀emes de recherche documentaire tels que Sqwid [MCC 97]
ou Radviz [HOF 99],̀a placer des données appelées point d’int́er̂et (POIs) sur un cercle età repŕesenter les autres
donńees en fonction de leur similarité à ces POIs. Chaque donnée se place sur le barycentre des POIs pondéŕes
par la similarit́e entre cette donnée et chaque POI [DAC 06]. Par exemple, nous avons visualisé la base de données
superviśeeForest CoverType[BLA 98] (voir figure 1) qui contient un total de 581012 données, 54 attributs et se
compose de 7 classes. Lorsque l’on travaille ainsi avec des donńees superviśees, notre ḿethode place le premier
individu de chaque classe comme point d’intér̂et initial et positionne les données restantes. L’utilisateur peut en-
suite ŕealiser de nombreuses opérations interactives. Il peut changer les POIs (en ajouter, en enlever, d́efinir des
POIs qui ne soient pas des données mais des hypothèses̀a tester, etc). Il peut́egalement effectuer des zooms de
diff érentes natures, détecter des points isolés et obtenir des informations sur ces points (voir [DAC 06] pour plus de
détails). Cette visualisation est très efficacéegalement en ce qui concerne les temps d’affichage : elle peutafficher
n donńees (et doncn2 similarité) mais en calculant seulement un nombre linéaire de similarit́e (entre les donńees et
lesk POIs). Cela nous permet de traiter des ensembles ayant jusqu’ à 1 million de donńees en moins d’une minute
sur un PC standard.

Dans cet article nous considérons des donńees non supervisées. Pour le choix initial des points d’intér̂et, notre
méthode proposek donńees choisies aléatoirement et place les données restantes comme préćedemment. L’utili-
sateur peut ensuite modifier ces POIs de manière interactive, en choisissant par exemple les centres desnuages
observ́es. Il peut enlever des POIs ou en rajouter de manièreà obtenir un ŕesultat visuellement satisfaisant (par
exemple des groupes compacts et bien sépaŕes). Nous rappelons ici que les données sont de tous types (pas seule-
ment nuḿeriques) et qu’il n’est par conséquent pas possible d’appliquer des méthodes telles que les KMeans pour
définir ces points (dans la conclusion nous proposonsà ce titre des perspectives). Une fois les données visualiśees
correctement, l’utilisateur peut sélectionner des sous-ensembles de données (avec la souris) et définir ainsi un label
de classe pour toutes les données. Il construit ainsi une classification des données, comme représent́e sur la figure 2.

FIG . 1. Visualisation de la base de données Forest CoverType (le temps d’affichage est de 91 secondessur un PC
standard).

3. Expérimentations

Afin de d́eterminer l’efficacit́e relative de notre ḿethode, nous allonśevaluer la classification obtenueà la fois
en terme de nombre de classes trouvéesCT et de puret́e des classesPR.

Pour une classe donnée, la puret́e repŕesente le pourcentage de données bien classées et s’obtient̀a partir d’une
matrice de confusion. Elle se calcule doncà partir de la classe réelle de chaque donnée. En effet, pour chacune des
classes trouv́ees nous cherchons la cardinalité du groupe issu de la classe réelle qui est la plus représent́ee parmi les
donńees de la classe trouvée consid́eŕee. Ainsi la somme de toutes les cardinalités pour toutes les classes trouvées
divisée par le nombre total de données repŕesente la valeur de la puretéPR.
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FIG . 2. Exemple d’une classification visuelle et interactive de données sur la base ”WINE”. L’utilisateur obtient
une visualisation satisfaisante (en (a) et (b))à l’aide d’opérations interactives, puis sélectionne des données (en
(c)) et obtient une classification (en (d)).

(a) (b) (c)

(d)

Nous comparons les résultats de notre ḿethodeà ceux obtenus avec la CAH [LAN 67][SNE 73]. Nous avons
réaliśe nos tests sur 7 bases numériques et symboliques. Chaque test consisteà visualiser les donńees, puis̀a
regrouper les points comme indiqué dans la section préćedente. Une fois la classification calculée, nous l’́evaluons.
Les ŕesultats sont présent́es dans le tableau 1.

TAB . 1. Résultats obtenus par la CAH et et notre méthode (POI) sur des bases de données nuḿeriques et symbo-
liques.

Base de # Nombre de # Dimensions # Classes Type POI CAH
donńees donńees réelles CT PR CT PR

IRIS 150 4 3 Numérique 3 0,89 3 0,88
PIMA 768 8 2 Numérique 2 0,69 3 0,65
SOYBEAN 47 35 4 Numérique 4 0,98 6 1,00
THYROID 215 5 3 Numérique 3 0,89 5 0,84
VEHICLE 846 18 4 Numérique 3 0,88 3 0,35
WINE 178 12 3 Numérique 3 0,81 6 0,84
HAYES ROTH 132 5 3 Mixte 3 0,41 4 0,42

A partir des ŕesultats obtenus sur le nombre de classes trouvées et sur la pureté, on constate que la CAH obtient
des ŕesultats souvent moins bons que notre méthode interactive. Notre ḿethode se basant sur une visualisation
interactive facilite l’́etiquetage des nuages de points représent́es au centre de notre cercle. Pour certaines données
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commePima, il y a beaucoup plus de difficulté à étiqueter les donńees (ces donńees sont connues pourêtre
très fortement bruit́ees, une caractéristique que l’on retrouvéegalement avec la CAH qui obtient de mauvaises
performances). D’autres bases sontégalement plus difficiles que d’autresà classifier. C’est le cas par exemple de
la baseVehicle. Ces bases correspondentà des cas òu les classes sont mal sépaŕees les unes des autres, où les
donńees sont superposées, une propriét́e que notre ḿethode d́etecte tr̀es facilement. Pour cette dernière base, le fait
de couper le dendogramme au niveau du saut maximum du critère de Ward engendre de mauvais résultats pour la
CAH.

4. Conclusion

Nous avons proposé dans cet article une nouvelle méthode de classification non supervisée qui est interactive
et qui s’appuie sur une visualisation des données. L’int́eret de cette ḿethode est de faire intervenir directement
l’expert du domaine qui peut ainsi valider les résultats obtenus sans avoirà interpŕeter les sorties d’une ḿethode
automatique. Elle peut s’appliquerà de grands ensembles de données. Sur les bases testées, nous avons pu observer
que le temps passé à classifier manuellement les données est tr̀es court et tout̀a fait acceptable par un utilisateur
(moins d’une minute). Nous pensons pouvoirétendre notre ḿethode en proposant des améliorations : par exemple,
nous souhaitons proposer des POIs initiaux de meilleure qualit é en choisissant automatiquement des données
situées plut̂ot au centre des nuages, données d́etectables par le fait que leur similarité aux autres données est plus
élev́ee en moyenne. Nous travaillonségalement̀a ǵeńeraliser cette ḿethode en 3D et̀a utiliser du mat́eriel de ŕealit́e
virtuelle (́ecran st́eŕeoscopique pour la visualisation et capteurs 3D pour les interactions).
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RÉSUMÉ. Nous proposons dans cet article une nouvelle méthode de classification adaptée aux données de grandes dimensions.
Pour ces données la distance de Chebyshev semble intéressante, de plus elle nécessite moins de temps de calcul comparée
à la distance Euclidienne, plus utilisée en raison de ses bonnes propriétés géométriques. La méthode proposée combine les
méthodes de regroupement hiérarchique et par partition pour obtenir le nombre de classes dans les données. Des données
issues d’expériences de biopuces sont utilisées pour illustrer les performances de la méthode proposée.

MOTS-CLÉS : classification, K-Means, distance de Chebyshev, biopuces

1. Introduction

Nous proposons dans ce papier une nouvelle méthode de classification adaptée aux données de grandes dimen-
sions. Pour ces données le problème d’espace vide est connu [DOH 00]. D’autres faiblesses sont liées à l’utilisation
de la distance Euclidienne, parmi celles-ci signalons le fait que les distances entre toutes les paires de points des
données ont tendance à être identiques quand la dimension augmente [DEM 94]. Dans ces conditions il sera impos-
sible de discriminer les classes, s’il y en a, dans les données. Il est aussi montré dans [HER 02] qu’en augmentant
l’ordre de la métrique de Minkowski, il est possible d’augmenter la dimension de la matrice des distances des
données prises deux à deux. Le maximum de dimension pour la matrice des distances sera obtenu pour un ordre
infini, c’est-à-dire en utilisant la distance de Chebyshev. Notons que l’ordre de la matrice des distances défini
le degré de contraste permettant d’obtenir des classes dans les données. La distance de Chebyshev semble alors
intéressante, de plus elle nécessite moins de temps de calcul comparée à la distance Euclidienne la plus utilisée
en raison de ses bonnes propriétés géométriques. Ceci n’est pas négligeable pour les données de grande dimen-
sion comme celles générées par les biologistes dans le cadre de l’étude de l’expression des gènes à l’aide de la
technologie de biopuces.

Nous nous intéressons ici aux méthodes de classification non paramétriques et non supervisées ou clustering.
Ces méthodes peuvent être regroupées dans deux grandes familles : les méthodes hiérarchiques et les méthodes par
partition. Les méthodes hiérarchiques ne nécessitent pas la connaissance a priori du nombre de classes dans les
données. Leur résultat est représenté sous forme d’un arbre ou dendrogramme dans lequel les branches contiennent
les échantillons similaires du point de vue du critère utilisé pour les construire [EVE 93, JAI 88, JAI 00]. Cette
méthode est intéressante mais elle ne permet pas de re-examiner un échantillon déja placé dans une branche.
Les méthodes par partition consistent à trouver le meilleur regroupement des échantillons des données en
classes de manière à optimiser un critère de qualité défini a priori. Pour résoudre ce problème combinatoire, on
utilise dans la pratique une heuristique pour avoir une solution en un temps raisonnable. Dans cette heuristique,
les échantillons sont initialement reparties en classes puis itérativement, on recherche la meilleure combinaison
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locale qui améliore la qualité du critère prédéfini en changeant la classe de certains échantillons. Cette étape prend
fin quand il n’y a plus d’amélioration possible du critère [EVE 93, JAI 88, JAI 00]. Le principal inconvénient des
méthodes par partition est la nécessité de connaı̂tre a priori le nombre de classes à former. Dans cet article, nous
proposons une nouvelle stratégie qui combine les méthodes hiérarchiques et par partition. Dans un premier temps
la matrice des distances des données est calculée et utilisée pour former un nombre maximum de classes (étape
par partition sans connaissance a priori du nombre des classes), puis un regroupement est effectué pour réduire le
nombre des classes (étape hiérarchique ascendante avec critère de validation). L’idée de combiner les méthodes de
classification hiérarchique et par partition n’est pas nouvelle, voir par exemple [WON 82]. Toutefois la procédure
présentée dans le paragraphe suivant est originale.

Nous présentons la méthode de classification proposée puis des résultats obtenus avec des données de biopuces
sont ensuite présentés.

2. Nouvelle méthode de classification

La méthode de clustering non paramétrique par partition la plus utilisée est la méthode K-Means. Soient le
nombre des classes à trouver, le centre de la classe ( ) et l’échantillon des données. La
méthode K-Means permet d’obtenir la répartition des données après la minimisation de la fonction suivante :

[1]

où désigne la distance entre l’échantillon et le centre de la classe alors que vaut si
l’échantillon appartient à la classe et sinon.

À partir d’une partition initiale, la fonction (1) est itérativement améliorée en changeant la classe des échantillons,
jusqu’à l’obtention d’une solution stable. Dans la relation (1), il y a deux paramètres à choisir avant le début des
calculs, la distance et le nombre des classes.

La distance Euclidienne est la plus utilisée à cause de ses bonnes propriétés géométriques. Elle définit toutefois
implicitement une forme sphérique pour les classes à trouver. Pour obtenir des classes de forme ellipsoı̈dale, la
distance de Mahalanobis est utilisée. Pour les données de grande dimension la distance de Chebyshev qui est
équivalente à la métrique de Minkowski à l’ordre infini offre plus de contraste dans la matrice des distances
[HER 02]. C’est pour cette raison que notre choix s’est porté sur la distance de Chebyshev.

Étant donné qu’il est souvent difficile de connaı̂tre a priori le nombre des classes, nous nous proposons de
les déterminer directement à partir des données. L’idée dans la fonction (1) est de former des classes telles que
les échantillons membres d’une classe soient plus proches que ceux d’une autre classe. Cette proximité peut être
définie par un seuil sur les distances [LUK 01]. Soit cette distance seuil, toutes les distances des échantillons
d’une classe doivent être alors plus petites que . Le problème revient alors à déterminer ce seuil à partir des
distances des données. La recherche du seuil est examinée plus loin. À partir d’un seuil approprié sur les distances,
nous répartissons les données pour obtenir une valeur maximale pour , puis un regroupement de certaines classes
est enfin effectué. La procédure de classification proposée se résume comme suit :

1. Calculer toutes les distances entre les échantillons des données,

2. Rechercher un seuil pour les distances des échantillons d’une classe,

3. Repartir les données en utilisant le seuil trouvé,

4. Déterminer le nombre maximum de classes sans prendre en compte les classes singletons,

5. Calculer les centres des classes et les utiliser pour avoir une partition initiale des données,

6. Utiliser une méthode de regroupement et un critère de validation pour obtenir classes.

La première étape consiste à calculer les distances des échantillons. La médiane de ces distances
est utilisée pour obtenir le seuil recherché (étape 2). Ce seuil est utilisé dans la troisième étape conjointement avec

2
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les distances pour affecter un index à chaque échantillon. Cela est fait en comparant le premier échantillon aux
autres, puis le second échantillon non indexé est comparé aux autres, et ceci est poursuivi jusqu’à l’avant dernier
échantillon. Le même index est associé aux échantillons de distances inférieures ou égales au seuil. L’examen des
différents index permet enfin d’obtenir (étape 4). La cinquième étape consiste à calculer les centres des
classes retenues puis à répartir les échantillons entre celles-ci. Dans la dernière étape, une méthode hiérarchique
ascendante peut être utilisée. Il est également possible d’utiliser l’algorithme K-Means dans lequel le nombre de
classes est décroissant.

2.1. Conditionnement des données

Avant d’utiliser un algorithme de classification, les données sont souvent standardisées. Cela consiste en général
à transformer les données pour avoir une moyenne nulle et un écart type égal à un pour chaque échantillon. La stan-
dardisation est particulièrement utile pour les données de biopuces qui peuvent avoir des amplitudes très différentes
alors que l’on est intéressé par la variation des profils. La transformation ci-dessus rend toutefois les données
sphériques. Une autre transformation peut consister à ramener toutes les valeurs des données entre et . Cela
est obtenu en otant la valeur minimale de chaque valeur et en divisant le résultat par l’étendue, c’est-à-dire, la
différence entre les valeurs maximale et minimale.

2.2. Détermination du seuil des distances

Le nombre maximum dépend de la valeur de . Si cette valeur est élevée, sera faible et inap-
proprié, inversement si la valeur de est faible, sera élevé et générera beaucoup de classes singletons.
Après des tests sur des données synthétiques, la médiane des distances fournit un bon compromis si les données
sont transformées pour avoir des valeurs comprises entre et . Nous utilisons cette solution heuristique pour

en attendant les résultats d’autres études sur le sujet.

2.3. Critère d’arrêt

Dans l’étape de réduction du nombre des classes, les critères comparés dans [MIL 85] peuvent être utilisés.
En utilisant la transformation des données, des échantillons de profils identiques peuvent être affectés à
des classes différentes en fonction de leur valeur absolue moyenne. Pour regrouper les classes, nous utilisons
l’information de leur forme. Ceci permet d’identifier les classes de profils voisins. Nous définissons et utilisons
la co-variation des profils comme le coefficient de corrélation des écarts non centrés observés pour les valeurs
successives de chaque profil (pour plus de détails, voir la version longue de ce papier).

3. Résultats

Pour illustrer les performances de la méthode proposée, nous avons utilisé les données de biopuces. Les bio-
puces sont de petits supports (lames de verre) sur lesquels des milliers de séquences d’ADN correspondant chacune
à un gène sont attachées à des adresses connues (spots). L’ARN des échantillons à analyser est marqué avec une
molécule fluorescente puis hybridé (par appariement entre séquences d’ADN complémentaires) sur les biopuces.
Les biopuces sont ensuite scannées. Le niveau d’expression des gènes est représenté par une intensité de fluo-
rescence. La quantification de l’image (mesure de l’intensité de fluorescence pour chacun des spots) fournit des
données numériques qui servent à l’analyse.

Nous nous sommes servi des donnés d’une étude de réponses de fibroblastes humains à des concentrations de
sérum au cours du temps [IYE 99]. Nous avons utilisé les données correspondant à une sélection de gènes.
Ces données peuvent être recupérées à l’adresse suivante : http ://www.sciencemag.org/feature/data/984559.shl.

3
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La valeur de distance seuil obtenue pour ces données est . En utilisant cette valeur, nous avons
obtenu un nombre maximum de classes . Les profils de ces classes sont représentés sur la figure 1. La
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FIG. 1. Données de serum, les classes obtenues dans la phase initiale. Chaque profil est identifié par un numero
et le nombre des échantillons qui la forme, e.g. la première classe contient échantillons ( ).

matrice des co-variations des profils initiaux des données de sérum a ensuite été calculée. Cette matrice (non
présentée ici) montre des coefficients de co-variation élevés, , pour les classes , et qui ont des profils
similaires. Le coefficient de co-variation est la plus petite, , pour les classes et montrant une opposition
de profils pour ces classes. La figure 1 contient tous les profils obtenus dans [IYE 99] avec des redondances. Avec
la méthode hiérarchique ascendante les classes ont été regroupées.

4. Conclusion

Une nouvelle méthode de classification de données est présentée. La distance de Chebyschev est utilisée. Cette
distance semble plus appropriée pour les données de grandes dimensions. La stratégie proposée consiste dans un
premier temps à rechercher un nombre maximum de classes dans les données. Ceci est fait après examen de la
matrice des distances des données. Puis une réducton du nombre de classes est effectuée. Pour cela une méthode
hiérarchique ascendante peut être utilisée. La méthode K-Means qui offre la possibilité de re-affecter un échantillon
à une autre classe peut être aussi utilisée. Pour la standardisation des données, la méthode qui permet de ramener
toutes les valeurs entre et a été utilisée. Un travail future consiste à étudier le choix du seuil des distances
d’une classe. Une interface conviviale pourra également faciliter l’exploitation des résultats de classification.
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[HER 02] HERAULT J., GUÉRIN-DUGUÉ A., VILLEMAIN P., Searching for the Embedded Manifolds in High-Dimensional
Data, Problems and Unsolved Questions, SANN’2002 Proceedings - European Symposium on Artificial Neural Networks
24-26 April, Bruges, Belgium, 2002, p. 173-184.

[IYE 99] IYER V. R., EISEN M. B., ROSS D. T., SCHULER G., MOORE T., LEE J. C. F., TRENT J. M., STAUDT L. M., JR

J. H., BOGOSKI M. S., LASHKARI D., SHALON D., BOTSTEIN D., BROWN P. O., The Transcriptional Program in the
Response of Human Fibroblast to Serum, Science, vol. 283, 1999, p. 83-87.

[JAI 88] JAIN J. K., DUBES R. C., Algorithms for Clustering Data, Prentice Hall, Englewood Cliff, New Jersey, 1988.

[JAI 00] JAIN A. K., DUIN R. P. W., MAO J., Statistical Pattern Recognition : A Review, IEEE trans. PAMI, vol. 22, n 1,
2000.

[LUK 01] LUKASHIN A. V., FUCHS R., Analysis of Temporal Gene Expression Profiles : Clustering by Simulated Annealing
and Determining the Optimal Number of Clusters, Bioinformatics, vol. 17, n 5, 2001, p. 405-414.

[MIL 85] MILLIGAN G. W., COOPER M. C., An Examination of Procedures for Determining the Number of Clusters in a
Data Set, Psychometrika, vol. 50, n 2, 1985, p. 159-179.

[WON 82] WONG M. A., A Hybrid Clustering Method for Identifying High-Density Clusters, Journal of American Statistical
Association, vol. 77, n 380, 1982, p. 841-847.

5

� 85 �
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RÉSUMÉ. Notre travail se situe dans le contexte de la sélection de variables pertinentes pour les problèmes de discrimination
caract́erisés par un grand nombre de variables potentiellement discriminantes toutes discrètes ou nominales. Dans ce cadre,
nous proposons une procédure de śelection de variables pertinentes fondée sur une troncaturek-additive de l’information
mutuelle et utilisant une classification ascendante hiérarchique des variables potentiellement discriminantes afin de réduire le
nombre de sous-ensembles dont la pertinence est estimée.

MOTS-CĹES : Śelection de variables, classification de variables, information mutuelle, troncaturek-additive.

1. Introduction

Le probl̀eme de la śelection de variables en discrimination se rencontre géńeralement lorsque le nombre de
variables pouvant̂etre utiliśees pour expliquer la classe d’un individu est très élev́e. Le r̂ole de la proćedure de
sélection de variables consiste alorsà śelectionner un sous-ensemble de variablespotentiellement discriminantes
permettant d’expliquer la classe de façon optimale. La nécessit́e de ce traitement préalable est essentiellement
due au fait que, ǵeńeralement, l’utilisation d’un nombre de variables discriminantes tropélev́e dans un mod̀ele de
discrimination d́et́eriore grandement sa capacité degéńeralisationet la compŕehension de la relation modélisée.

D’un point de vue structurel, une procédure de śelection de variables peutêtre vue comme composée de deux
éléments fondamentaux [LIU 98] : unemesure de pertinence, utilisée pour mesurer l’influenced’un sous-ensemble
de variables potentiellement discriminantes sur la variable qualitativeà expliquer, et unalgorithme de recherche,
dont le r̂ole est deparcourir l’ensemble des sous-ensembles de variablesà la recherche d’un sous-ensembleoptimal
ousous-optimalau sens de la mesure de pertinence.

Dans le cadre de ce travail, nous nous intéressons au cas où les variables potentiellement discriminantes sont
toutes discr̀etes ou nominales et nous proposons une procédurefiltre [LIU 98] utilisant unetroncaturek-additive
de l’information mutuelle[KOJ 05] comme mesure de pertinence. L’utilisation de l’information mutuelle en tant
que mesure de pertinence a déjà ét́e consid́eŕeeà de nombreuses reprises dans la littérature (voir e.g. [HUT 05]).
L’approximation que nous utilisons permet d’approcher la pertinence d’un ensemble de variablesà partir des per-
tinences de ses sous-ensembles de faible cardinal. Afin d’éviter d’avoirà parcourir la totalit́e des sous-ensembles
non vides de l’ensemble des variables potentiellement discriminantes ou d’avoirà recourirà des heuristiques sou-
vent trop sous-optimales du typesélection pas̀a pas, nous proposons d’effectuer, en pré-traitement de la sélection
de variables, une classification ascendante hiérarchique de l’ensemble des variables potentiellement discriminantes
afin d’en identifier lastructure.
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2. Śelection de variables fond́ee sur une troncaturek-additive de l’information mutuelle

Nous consid́erons, dans la suite, qu’un problème de śelection de variables se présente sous la forme d’un
ensemble de variables aléatoires potentiellement discriminantesℵ := {X1, . . . , Xm} et d’un vecteur aĺeatoire

−→
Y

à expliquer. Comme indiqué pŕećedemment, nous nous limitons au cas où toutes ces variables sont discrètes et
prennent un nombre fini de valeurs ou sont nominales. Les sous-ensembles deℵ sont not́es par des majuscules
doubles, e.g.X, et,étant donńe un sous-ensembleX ⊆ ℵ der variables aĺeatoires,

−→
X désigne un vecteur aléatoire

de dimensionr dont les composantes sont deséléments distincts deX.
Dans ce contexte probabiliste, il semble naturel de mesurer la pertinence des sous-ensembles deℵ à l’aide d’une

mesure de d́ependance[JOE 89]. En d’autres termes, nous considérerons qu’un sous-ensembleX non vide deℵ est
d’autant plus pertinent que le degré dedépendance fonctionnelleentre les vecteurs aléatoires

−→
X et

−→
Y estélev́e. La

mesure de d́ependancèa utiliser peut par exemplêetre choisie parmi les mesures d’écart à l’indépendance. Nous
avons opt́e pour l’information mutuelle(voir e.g. [JOE 89, COV 91]) en raison de ses propriét́es int́eressantes et de
son lien avec l’entropie de Shannon.

En pratique, nous ne disposons pas de la distribution de probabilité de(X1, . . . , Xm,
−→
Y ) mais uniquement de

n réalisations ind́ependantes de ce vecteur aléatoireà partir desquelles la mesure de pertinence peutêtre estiḿee.

2.1. Mesure de pertinence

Nous d́efinissons la pertinence d’un sous-ensemble non videX deℵ par

ω(X) := I(
−→
X ;
−→
Y ) =

∑
x,y

p
(
−→X ,−→Y )

(x, y) log
p

(
−→X ,−→Y )

(x, y)

p−→X (x)p−→Y (y)
,

où p
(
−→X ,−→Y )

, p−→X et p−→Y désignent respectivement la distribution jointe et les distributions marginales des vecteurs

aléatoires
−→
X et

−→
Y et òu I(

−→
X ;
−→
Y ) est l’information mutuelleentre

−→
X et

−→
Y [JOE 89, COV 91]. Il peut̂etre v́erifié

que cette mesure de pertinence est monotone par rapportà l’inclusion, ce qui n’est pas sans poser des problèmes
pratiques [KOJ 05]. La mesureω est classiquement estimée par maximum de vraisemblance (proportions).

2.2. Approximationsk-additive de la mesure de pertinence

En utilisant des notions de combinatoire telles que latransforḿee de M̈obius (voir e.g. [GRA 97]), il aét́e
montŕe [KOJ 05] que la pertinence d’un sous-ensembleX := {Xi1 , . . . , Xir} deℵ peutêtre ŕeécrite comme

ω(X) =
∑
Xj∈X

I(Xj ;
−→
Y )−

∑
{Xj ,Xk}⊆X

I(Xj ;Xk;
−→
Y )

+
∑

{Xj ,Xk,Xl}⊆X

I(Xj ;Xk;Xl;
−→
Y )− · · ·+ (−1)r+1I(Xi1 ; . . . ;Xir ;

−→
Y ), (1)

où I(Xi1 ; . . . ;Xir ) désigne l’information mutuelle entrer > 2 vecteurs aĺeatoires [WIE 96]. Cette ǵeńeralisation
de l’information mutuelle classique peutêtre interpŕet́ee comme une mesure de l’interaction simultańeeentrer > 2
vecteurs aĺeatoires. Si elle est nulle, lesr vecteurs aĺeatoires n’interagissent pas simultanément. Il est important de
noter que l’information mutuelle entre plus de deux vecteurs aléatoires n’est pas nécessairement positive [COV 91].

La pertinence deX est ainsi calcuĺee d’abord en sommant les pertinences des singletons contenus dansX,
puis en soustrayant les informations mutuelles entre paires de variables deX et

−→
Y , ensuite en ajoutant les infor-

mations mutuelles entre variables des sous-ensembles de 3éléments deX et
−→
Y , etc. Les informations mutuelles

qui sont rajout́ees ou enlev́ees peuvent̂etre vues comme destermes correcteursou des termes d’ordre suṕerieur
et s’apparentent aux termes d’interaction utilisés dans le contexte de l’analyse de la varianceou desmod̀eles
log-linéaires[AGR 02, Chap. 8].

Afin d’obtenir une approximation de l’information mutuelle moins coûteuse en terme de temps de calcul, il aét́e
propośe [KOJ 05] de proćederà unetroncaturek-additivedeω pour unk ∈ {1, . . . ,m}, c’est-̀a-dire de ńegliger

2
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les termes correcteursd’ordre suṕerieurà k dans l’Eq. (1). Prendre la troncature1-additive deω estéquivalent̀a
consid́erer que la pertinence d’un sous-ensemble estégaleà la somme des pertinences des singletons qu’il contient,
i.e, queω est additive. Bien que cette hypothèse soit̀a la base de la plupart des approches filtres (voir e.g.[HUT 05,
§8]), dans la plupart des situations réelles, une telle simplification est trop extrême car, ǵeńeralement, l’ensemble
des variables potentiellement discriminantes contient des variables redondantes.

La troncature2-additive, not́eeω(2), apparâıt plus appropríee car elle prend partiellement en compte les inter-
actions entre variables potentiellement discriminantes sansêtre trop complexe en terme de nombre de coefficients.
En effet,ω(2) est compl̀etement d́efinieà partir de ses valeurs sur les singletons et les paires de variables potentiel-
lement discriminantes, i.e, pour toutX ⊆ ℵ non vide, il peut̂etre montŕe que [GRA 97, KOJ 05] que

ω(2)(X) =
∑

{Xi,Xj}⊆X

ω({Xi, Xj})− (|X| − 2)
∑
Xi∈X

ω({Xi}). (2)

Utiliser ω(2) est tr̀es avantageux du point de vue du temps de calcul : une fois les pertinences des singletons et
des paires deℵ estiḿees, la pertinence approchée de n’importe quel sous-ensemble deℵ peutêtre imḿediatement
calcuĺeeà l’aide de l’́equation pŕećedente. Du point de vue de la qualité de l’approximation, nous pouvons voir, en
consid́erant l’Eq. (1), que plus la d́ependance entre variables deℵ est faible, meilleure sera l’approximation deω
par sa troncature2-additive. Pour plus de détails, voir [KOJ 05].

3. Classification híerarchique ascendante de variables pour identifier lastructuredeℵ

Le deuxìemeélément fondamental d’une procédure de śelection de variables est un algorithme de recherche.
Afin d’ éviter d’avoir à parcourir la totalit́e des sous-ensembles non vides deℵ ou d’avoir à recourirà des heu-
ristiques souvent trop sous-optimales du typesélection pas̀a pas, nous proposons d’effectuer une classification
ascendante hiérarchique deℵ afin d’en identifier lastructure.

3.1. Classification ascendante hiérarchique de variables fond́ee sur l’information mutuelle

Un algorithme de classification ascendante hiérarchique est classiquement défini par deuxéléments : une
mesure de similarité (ou dissimilarit́e) et un crit̀ere d’agŕegation entre classes. Les partitions compatibles avec
la hiérarchie de classes obtenue sont géńeralement́evalúees (en vue par exemple du choix d’une partition) en
fonction de leurhomoǵeńeité et de leurséparation. Une premìere façon simple de mesurer l’homogéńeité et la
séparation d’une partition consisteà calculer lediamètre moyen et l’́ecart moyen respectivement de ses classes
(voir e.g. [HAN 97]).

En tant que mesure de similarité, nous avons opté encore une fois pour l’information mutuelle, cette fois-ci
normaliśee :

I∗(X;Y ) :=
I(X;Y )

min[H(pX ,H(pY )]
.

où H désigne l’entropie de Shannon [SHA 48]. La quantité I∗(X;Y ) est clairement comprise entre 0 et 1. De
plus,I∗(X;Y ) = 1 si et seulement siX etY sont fonctionnellement d́ependantes [JOE 89, Th. 2.3].

3.2. Algorithme de recherche

Idéalement, l’objectif serait de retenir, parmi les partitions les plus homogènes compatibles avec la hiérarchie
obtenue, la moins fine. D’un point de vue pratique, il faut tempérer l’objectif pŕećedent en trouvant un com-
promis entre une forte homogéńeité et un faible nombre de classes. Nous nous contentons ici dans un premier
temps d’identifier un “coude” sur le graphique donnant le diamètre moyen des partitions compatibles en fonc-
tion de leur taille [HAR 96]. L’heuristique que nous proposons alors est de n’estimer que la pertinence des
sous-ensembles composés d’au plus une variable de chaque classe, les variables d’une même classe pouvantêtre
consid́eŕees comme “suffisamment dépendantes”, ce qui nous conduitégalement̀a choisir le lien moyen comme
critère d’agŕegation. L’homoǵeńeité des classes de la partition retenue joue donc un rôle important. La pertinence
des sous-ensemblesétant mesuŕee par le biais de la troncature 2-additive de l’information mutuelle (voir Eq. (2))

3
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pénalisant les sous-ensembles contenant des variables liées, un certain degré de d́ependance inter-classes est envi-
sageable en pratique.

Une fois une partition compatible sélectionńee, il est demand́e à l’utilisateur de donner le nombre maximump
de variables discriminantesà retenir. L’algorithme (impĺement́e sur la plateforme R [R D 05]) est donné ci-apr̀es :

Entrées : - P = {C1, C2, ..., Ck}, une partition deℵ enk classes,
- p, le cardinal maximum des sous-ensembles, fixée par l’utilisateur.

Sortie : Les “meilleurs” sous-ensembles de cardinal 1àmin(p, k) compatibles avecP.
Algorithme : Pour i = 1 à min(p, k)

Pour tous les sous-ensembles de taillei compatibles avecP
Estimer la pertinence de cet ensemble

Fin pour
Afficher le meilleur sous-ensemble de taillei

Fin pour

4. Un exemple tr̀es simple

Afin d’illustrer l’approche propośee, nous avons géńeŕe un probl̀eme tr̀es simple de faible taille (dont nous
connaissons ainsi lastructure). Nous consid́erons un ensemble de 22 variables discrètes potentiellement discri-
minantes. Les variablesX1, . . . , X5 et X21, X22, mutuellement ind́ependantes,̀a valeurs dans{1, 2, 3, 4}, sont
distribúees selon une loi uniforme. Les variablesX6, . . . , X10 sont d́efinies parXi := 4 − Xi−5, les variables
X11, . . . , X15 parXi := X2

i−10. Enfin, les variablesX16, . . . , X20 sont d́efinies parXi := min(X1, X2). La va-
riable aĺeatoireY à expliquer est d́efinie parY := max(X1, X2, X3) + min(X4, X5). Nous avons ensuite géńeŕe
n = 800 réalisations du vecteur aléatoire(X1, . . . , X22, Y ). La partition retenue est la partition en 8 classes :

{{X1, X6, X11}, {X2, X7, X12}, {X3, X8, X13}, {X4, X9, X14}, {X5, X10, X15}, {X16, . . . , X20}, {X21}, {X22}}.

Les sous-ensembles de 1,2,. . .,5 variables renvoyés sont respectivement{X5}, {X4, X5}, {X3, X4, X5}, {X1, X3, X4, X5}
et{X1, X2, X3, X4, X5}.
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RÉSUMÉ.Nous proposons un algorithme de construction de la hiérarchie faible associée à une mesure de dissimilarité.

MOTS-CLÉS :Algorithme, Classe faible, Dissimilarité, Hiérarchie faible.

1. Introduction

Les hiérarchies faibles sont des structures de classification qui généralisent les hiérarchies [BAN 89]. Elles
permettent l’empiétement des classes et peuvent être entièrement construites en temps polynomial à partir de mesures
de dissimilarité. En effet, chaque hiérarchie faible est la hiérarchie faible associée à une mesure de dissimilarité
donnée [DIA 94].

Dans cette note, nous proposons un algorithme de construction de la hiérarchie faible associée à une mesure
de dissimilarité. Cet algorithme est fondé sur le fait que chacune des classes composant cette hiérarchie faible est
engendrée par une paire d’entités et satisfait une certaine propriété d’inclusion. Cette propriété d’inclusion permet
de construire certaines de ces classes en n’effectuant qu’un nombre limité de tests. Elle permet également de ne
construire qu’une seule fois les classes engendrées par plusieurs paires d’entités.

2. Hiérarchies faibles

Les hiérarchies faibles ont été introduites à la fin des années 80 en affaiblissant la condition caractéristique des
hiérarchies dites fortes [BAN 89]. SoitE un ensemble fini non vide. Unehiérarchie faiblesurE est une collection
W de sous-ensembles deE, satisfaisant la propriété :

l’intersection de trois membresX, Y, Z deW est toujours l’intersection de deux membres parmi ces trois,
i.e.,X ∩ Y ∩ Z ∈ {X ∩ Y, X ∩ Z, Y ∩ Z}.

EXEMPLE 1 SoitE = {a, b, c, d, e}. AlorsW = {a, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {a, e}, E} est une hiérarchie faible sur
E.

2.1. Hiérarchies faibles et mesures de dissimilarité

Une mesure de dissimilarité surE est une fonctiond : E × E → R vérifiant d(x, x) = 0, d(x, y) ≥ 0 et
d(x, y) = d(y, x). Les mesures de dissimilarité jouent un rôle important en classification où elles sont souvent
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utilisées pour construire des classes ayant un degré de dissimilarité intra classe faible et/ou un degré de dissimilarité
inter classes élevé. Les classes faibles introduites dans [BAN 89] dans le cadre des similarités sont parmi ces classes.

Un sous-ensembleX deE est uneclasse faibleassociée à une mesure de dissimilaritéd (ouclassed-faible), si
sonindice d’isolationd-faible

iwd (X) := min
x,y∈X
z/∈X

{max{d(x, z), d(y, z)} − d(x, y)}

est strictement positif. En d’autres termes, pour tousx, y dans la classe et toutz extérieur à la classe, au moins l’une
des dissimilaritésd(x, z) etd(y, z) est strictement supérieure à la dissimilaritéd(x, y).

La proposition 1 ci-dessous montre que les classes faibles associées à une mesure de dissimilarité forment une
hiérarchie faible [BAN 89].

PROPOSITION1 Soit d une mesure de dissimilarité surE. Alors les classes faibles associées àd forment une
hiérarchie faible appelée lahiérarchie faible associée àd.

2.2. Hiérarchies faibles et2-boules

Dans le paragraphe 2.1, nous avons vu que les hiérarchies faibles sont liées aux dissimilarités via les classes
faibles. Il s’avèrent que ces classes faibles sont des intersections spéciales de boules, appelées2-boules.

Soitd une mesure de dissimilarité surE. Soitx, y deux éléments (non nécessairement distincts) deE et soitr
un nombre réél positif ou nul. Lad-boule (ou simplement boule) de centrex et de rayonr est l’ensembleBd(x, r)
des éléments deE dont le degré de dissimilarité d’avecx est au plusr, i.e., formellement,Bd(x, r) = {z ∈
E : d(x, z) ≤ r} ; la (d, 2)-boule (ou simplement2-boule) engendrée parx, y est l’ensembleBd

xy défini par
Bd

xy = B(x, d(x, y)) ∩B(y, d(x, y)).

La proposition ci-dessous caractérise une classe faible comme étant un sous-ensemble contenant toutes les
2-boules engendrées par ses paires d’éléments (non nécessairement distincts) [DIA 94].

PROPOSITION2 Soitd une mesure de dissimilarité surE. Un sous-ensembleX deE est une classed-faible si et
seulement s’il satisfait la propriété d’inclusion :∀x, y ∈ X : Bd

xy ⊆ X.

De la proposition 2 peut être aisément déduit que toute classe faible est une2-boule [DIA 94].

PROPOSITION3 Soitd une mesure de dissimilarité surE. Si un sous-ensembleX deE est une classed-faible,
alorsX = Bd

xy, oùx, y sont tels qued(x, y) = max
u,v∈X

d(u, v).

Une2-bouleBd
xy sera ditefaiblement isoléessi elle est uned-classe faible. Il résulte des propositions 1 and 3

que la hiérarchie faible associée à une mesure de dissimilaritéd est l’ensemble des2-boules faiblement isolées ded,
augmenté de l’ensemble vide. Cela nous fournit un moyen pour construire la hiérarchie faible associée à une mesure
de dissimilarité. Par ailleurs, la propriété directe suivante sera utile pour la construction des2-boules faiblement
isolées [DIA 98].

PROPOSITION4 Soitd une mesure de dissimilarité surE. SoitBd
xy une2-boule faiblement isolée contenantu, v.

Sid(u, v) ≥ d(x, y) etBd
uv est faiblement isolée, alorsBd

uv = Bd
xy.

2
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3. Algorithme de construction de la hiérarchie faible associée à une mesure de dissimilarité

3.1. Construction globale des2-boules faiblement isolées

Etant donnée une mesure de dissimilaritéd surE, l’algorithme 1 ci-dessous construit une2-bouleBd
ij lorsque

celle-ci est faiblement isolée, en présentant des entités successivement choisies dans un ensembleX. La 2-boule

Bd
ij est initialisée à son générateur (ligne 1), et son complémentaireB

d

ij est initialisé à l’ensemble vide (ligne 2).

Alors des entitésk sont choisies dansX et testées pour savoir si elles appartiennent àBd
ij ou àB

d

ij (ligne 4).

Après affectation dek soit àBd
ij ou àB

d

ij (ligne 5 ou 12), on teste si l’ensemble courantBd
ij est faiblement isolé

relativement à l’ensemble courantB
d

ij ; si ce test est négatif, la construction deBd
ij s’arrête (lignes 6-10 ou 13-17).

Si Bd
ij ∪B

d

ij = X, alorsBd
ij est faiblement isolée.

ALGORITHME 1 (GWI2B(i, j, X ))
Input : Un sous-ensemble fini non videX d’entités et une paire d’entités{i, j}.
Output : La 2-bouleBd

ij lorsqu’elle est faiblement isolée.

1: SetBd
ij = {i, j}

2: SetB
d

ij = ∅
3: for k ∈ X do
4: if max{d(i, k), d(j, k)} ≤ d(i, j) then
5: Bd

ij←k

6: for u ∈ Bd
ij andv ∈ B

d

ij do
7: if max{d(k, v), d(u, v)} ≤ d(k, u) then
8: markBd

ij as already considered and go to STOP
9: end if

10: end for
11: else
12: B

d

ij←k

13: for u, v ∈ Bd
ij do

14: if max{d(u, k), d(v, k)} ≤ d(u, v) then
15: markBd

ij as already considered and go to STOP
16: end if
17: end for
18: end if
19: end for
20: markBd

ij as weakly isolated
21: markBd

ij as already considered
22: STOP

3.2. Construction locale de2-boules faiblement isolées

Dans l’algorithme 2 ci-dessous, la2-bouleBd
ij est supposée faiblement isolée. Pouru, v ∈ Bd

ij , soit (1)d(i, j) ≤
d(u, v), soit (2)d(i, j) > d(u, v). Dans le cas (1), siBd

uv est faiblement isolée, alors, par la proposition 4, on aura
Bd

uv = Bd
ij et il ne sera donc pas nécessaire de garderBd

uv puisqueBd
ij est supposée être déjà considérée (lignes

3-4). Dans le cas (2), l’algorithme 1 y est utilisé pour construireBd
uv (si faiblement isolée), en présentant des entités

choisies successivement dansBd
ij (ligne 6). En effet, commeBd

ij est supposée être faiblement isolée,Bd
uv ⊆ Bd

ij

d’après la proposition 2. D’où les entités extérieures àBd
ij , donc extérieures àBd

uv, ne peuvent empêcherBd
uv d’être

faiblement isolée. SiBd
uv est faiblement isolée, alors l’algorithme 2 est récursivement appelé après insertion de la

2-bouleBd
uv dansF (lignes 7-10).

3

� 92 �



ALGORITHME 2 (LWI2B(i, j, F))
Input : Une paire d’entités{i, j} et un ensemble (potentiellement vide)F de2-boules.
Output : Un ensemble (potentiellement vide)F de 2-boulesBd

uv, où u, v ∈ Bd
ij et Bd

uv est faiblement iso-
lée.

1: for u, v ∈ Bd
ij do

2: if Bd
uv is not already consideredthen

3: if d(i, j) ≤ d(u, v) then
4: markBd

uv as already considered
5: else
6: GWI2B(u, v, Bd

ij)
7: if Bd

uv is weakly isolatedthen
8: F←Bd

uv

9: LWI2B(u, v, F)
10: end if
11: end if
12: end if
13: end for

3.3. Construction de la hiérarchie faible associée à une mesure de dissimilarité

L’algorithme 3 ci-dessous est l’algorithme principal de construction de la hiérarchie faible associée àd. La
construction d’une2-bouleBd

ij dépend du choix dei et j. Si i et j ne sont pas choisis dans une2-bouleBd
uv

déjà marquée comme étant faiblement isolée, alors l’algorithme 1 est utilisé en présentant des entités choisies
successivement dansE (ligne 4). Chaque fois qu’une2-boule faiblement isoléeBd

ij est construite etBd
ij insérée

dansF, l’algorithme 2 est exécuté par rapport à cette2-boule (lignes 5-8).

ALGORITHME 3 (WH(E, d))
Input : Un ensemble fini non vide d’entitésE et une mesure de dissimilaritéd surE.
Output : La hiérarchie faibleF associée àd.

1: SetF := ∅
2: for i, j ∈ E do
3: if Bd

ij is not already consideredthen
4: GWI2B(i, j, E)
5: if Bd

ij is weakly isolatedthen
6: F←Bd

ij

7: LWI2B(i, j, F)
8: end if
9: end if

10: end for

L’analyse détaillée de cet algorithme montre qu’il améliore significativement celui initialement proposé par
[BAN 89], décrit ci-dessous. Une raison simple à cela est que dans l’algorithme de Bandelt et Dress, l’isolation
faible de chaque classe est testée par rapport à chaque élément du complémantaire de cette classe dansE tout enier.
Or, dans l’algorithme que nous proposons, pour ceratines classes (au moins celles engendrées par un singleton),
cette isolation faible n’est testée que par rapport aux éléments des complémentaires respectifs de ces classes dans
des parties propres respectives deE (voir algorithme 2). Par ailleurs, contrairement à l’algorithme de Badelt et
Dress, celui que nous proposons ne construit jamais deux fois la même classe, ce qui permet de faire l’économie
de tests (coûteux) d’égalité de classes. Voici une description de l’algorithme de Bandelt et Dress.

4
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On suppose queE = {e1, . . . , en}. Alors on construit successivement la hiérarchie faibleHd
k associée à la

restriction ded à {e1, . . . , ek} (k ≤ n). On initialise l’algorithme en posantHd
0 = ∅. Si Hd

k est déterminée pour
k < n, alors pour toute classeC appartenant àHd

k, on vérifie si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
(a) max{d(ei, ek+1), d(ej , ek+1)} > d(ei, ej) pour tousi, j ≤ k avecei, ej ∈ C,
(b) max{d(ei, ej), d(ej , ek+1)} > d(ei, ek+1) pour tousi, j ≤ k avecei ∈ C etej /∈ C.

Ainsi, Hd
k+1 contientC si et seulement si (a) est vrai, et il contientC ∪ {k + 1} si et seulement si (b) est vrai.

Finalement,Hd
n est la hiérarchie faible associée àd.

L’interprétaion des classes faibles n’est pas toujours très facile, étant donné qu’elles sont construites à partir
uniquement d’une mesure de dissimilarité. Toutefois, si l’on se place dans le cadre d’un contexte à descriptions
fermées par borne inférieure, c’est-à-dire, un contexte dans lequel l’espace de description des entités est un inf-
demitreillis, alors le descripteur des entités induit une correspondance de Galois entre l’ensemble des sous-ensembles
d’entités et l’espace de description de ces entités [BIR 67]. On peut alors contruire ladite hiérarchie faible de
Galois associée à une mesure dissimilarité [DIA 05]. Ainsi, les classes construites seront accompagnées de leurs
descriptions respectives et seront donc plus facilement interprétables.
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RÉSUMÉ. La méthode des moindres carrés et ses avatars classiques tels les moindres carrés généralisés, les moindres carrés
pondérés itérés, et les moindres carrés (pondérés itérés) alternés ont colonisé avec un certain succès la statistique. L’impérial-
isme des moindres carrés est parfois dénoncé au nom d’arguments assez convaincants. Mais il nous semble cependant opportun
de commémorer, deux cents ans après, le rôle novateur qu’a joué dans cette affaire Adrien Marie Legendre (1752-1833) avec
ses publications de 1805 et 1806.

MOTS-CLÉS : Moindres carrés (Moindres quarrés), Moindres carrés généralisés, Analyse de covariance.

1. Introduction

(( La règle par laquelle on prend le milieu entre les résultats de différentes observations, n’est qu’une conséquence
très-simple de notre méthode générale que nous appellerons Méthode des moindres quarrés. ))

En 1805, Adrien Marie Legendre (1752-1833) publiait sous forme d’annexe à un livre une méthode permettant
de trouver une solution moyenne d’un système incompatible d’équations linéaires (Legendre, 1805). Cette annexe
était publiée à nouveau en 1806 et circa 1830 (Legendre, 1806, ca 1830). Ces deux dernières sont disponibles sur
le réseau international (internet)1. C’est l’exemple d’application de la méthode tel qu’il figure dans les présentation
de 1806 qui fait l’objet de cette publication. En effet, dans un langage contemporain, Legendre donne un intéressant
exemple de régression linéaire généralisée (erreurs à modèle de type moyenne mobile d’ordre 1). La démarche,
élégante sinon originale, n’est pas sans rappeler celle utilisée un siècle et demi après dans des situations où les
erreurs suivent un modèle autorégressif d’ordre 1 (Durbin et Watson, 1950, 1951). De par sa simplicité et sa
flexibilité, la méthode des moindres carrés était promise à un bel avenir. Mais à quel horizon ? Il est toujours
difficile de mesurer le laps de temps mis pour qu’une méthode sorte réellement du cercle étroit de ses inventeurs.
D’ailleurs, n’avait-elle pas déjà un passé puisque Carl Friedrich Gauss (1777-1855) publiait en 1809 qu’il en avait
eu l’idée en 1795 ! Mais qu’en est-il du grand public ? Le temps d’une génération pourrait en être une estimation
raisonnable. Un exemple publié en 1834 indique que l’ajustement d’une droite par la méthode des moindres carrés
était parfaitement maı̂trisé par un ingénieur du corps des ponts et chaussées, Georges Muntz (1807, après 1869).
L’exemple dépasse encore une fois la simple application d’une méthode puisque Muntz s’attaque en fait à la
résolution d’un problème d’analyse de la covariance en des temps où l’idée de considérer une variable indicatrice
comme une variable statistique classique était encore inconnue (Muntz, 1834). Ce sont ces deux exemples qui vont
être re-visités dans cet article commémoratif.

1. La publication de 1806 est disponible grâce à l’obligence du Service interétablissement de coopération documentaire de
Toulouse (SICDT) et de l’Observatoire Midi-Pyrénées, la seconde grâce à celle de la bibliothèque numérique (( gallica )). Elles
sont aussi disponibles à l’adresse suivante : http://www.lsp.ups-tlse.fr/Fp/Falguerolles/FACSIMILE/index.html
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2. Les équations à faire concourir dans les moindres carrés

L’exemple de Legendre concerne la mesure du méridien de Paris et, notamment, la mesure de l’aplatissement
de la terre. Cet aspect de la modélisation n’est pas évoqué ici mais on pourra se reporter très utilement à l’article
commémoratif de Georges Balmino (2005).

Les données observées sont constituées des latitudes (exprimées en degrés) de 5 lieux d’observations (Dun-
kerque, le Panthéon à Paris, Evaux, Carcassonne et Montjouy) et des mesures (exprimées en modules de deux
toises) des 4 arcs compris entre ces lieux. L’histoire de ces données est magistralement contée dans les ouvrages
de Denis Guedj (1986) et de Ken Alder (2002, traduction française en 2005).

Notant i (i = 0, . . . , 4) les (( lieux de l’observation )), Li leurs latitudes, et Si les mesures des 4 arcs i (i =
1, . . . , 4) entre les lieux de latitudes Li−1 et Li, les deux modèles proposées par Legendre ont pour expression
formelle :
1. Variable réponse : Si ; prédicteur linéaire de la forme : β1(Li − Li−1) + β2K sin(Li − Li−1) cos(Li + Li−1)
où K est un coefficient connu, et où β1 et β2 désignent les coefficients génériques inconnus du modèle.

2. Variable réponse : Li−Li−1 ; prédicteur linéaire de la forme :
Si

K ′
+β1

Si

K ′
+β2K

′′ sin(Li−Li−1) cos(Li+Li−1)

où K ′ et K ′′ sont des coefficients connus, et où β1 et β2 désignent encore les coefficients génériques inconnus du
modèle.

Legendre privilégie le second modèle. Son choix est motivé par de meilleures possibilités d’interprétation
physique des coefficients, notamment l’estimation du coefficient α d’aplatissement de la terre2. En effet, il s’avère
que, si l’aplatissement α est considéré comme inconnu, le premier modèle dépend en fait de trois coefficients
inconnus β1, β2 et α liés par la relation β2 = β1α ; le modèle est donc bilinéaire ou bi-additif en β1 et α. Il s’avère
aussi que, dans le second modèle, les paramètres β1 et β2 sont indépendants (avec β2 = α). D’où son choix. Mais
il est alors douteux, d’un point de vue de stricte orthodoxie statistique, de retrouver dans le prédicteur linéaire une
fonction de la variable réponse.

En tout état de cause, Legendre obtient ce que nous appelons de nos jours un modèle de régression linéaire.
Rappelons-en les ingrédients en des termes contemporains : un vecteur réponse, y, et un modèle linéaire pour son
prédicteur, µ = Xβ. La méthode des moindres carrés consiste alors à estimer les coefficients β du prédicteur
en minimisant || y − µ(β) ||2 et le génie de Legendre est d’avoir montré que le problème se ramenait à celui
de la recherche de la solution d’un système d’équations linéaires, X′

Xβ = X
′y, admettant, sous des conditions

assez évidentes, une solution unique 3. On peut penser qu’un des intérêts de la méthode était qu’elle se ramenait
techniquement au calcul des coefficients d’un système (de Cramer) de petite taille et à sa résolution par éliminations
successives des variables.

Toutefois, au terme de son analyse, Legendre est fortement déçu par la valeur estimée de l’aplatissement de
la terre qu’il obtient dans cet exemple. En effet, la valeur de l’aplatissement pouvait être approchée par d’autres
moyens de mesures et était donc connue par ailleurs. Mais ces résultats décevants n’altèrent en rien la confiance
que Legendre place dans la méthode des moindres carrés dont il loue la (( simplicité )) et la (( fécondité )).

3. L’analyse numérique de Legendre

Les observations sont naturellement ordonnées le long du méridien de Paris et Legendre veut intégrer à son
ajustement les effets d’une propagation possible des erreurs de mesure le long de ce méridien. De façon intuitive,
l’ajustement ne doit pas minimiser la somme des carrés des erreurs (ui = yi − µi) mais la somme des carrés

2. En fait Legendre définit l’aplatissement comme le rapport de la différence (a − b) des demi-axes de l’ellipse au demi-petit
axe (b).
3. Précisons que ces équations ne s’appelaient pas les équations normales, que l’on ne parlait pas encore de système de Cramer,
que le mot de régression ne sera introduit que plus tard et dans un tout autre contexte . . .
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d’erreurs latentes (ei) gouvernant les premières. C’est cette démarche qui est examinée ci-après en la replongeant
dans un cadre contemporain et en lui conférant une certaine généralité.

Legendre propose donc un modèle linéaire plausible de dépendance entre les ui (i = 1, . . . , 4) et les erreurs
latentes ei (i = 0, 1, . . . , 4) : ui = ei−ei−1. Legendre utilise alors le fait que la somme des erreurs latentes (

∑

ei)
doit être nulle pour construire un problème augmenté dont les ei sont les erreurs. Le procédé de décorrélation ne
serait pas nouveau et Stigler (Stigler, 1986, p. 60) l’attribue à Pierre Simon Laplace (1749–1827). Mais l’argument
invoqué par Legendre en l’absence notamment de terme constant (intercept) est-il recevable ?

Suivant la démarche présentée par Legendre mais en la généralisant quelque peu, supposons que le vecteur des
erreurs (u de dimension n) soit une transformation linéaire d’un vecteur d’erreurs latentes (e de dimension n+k) :
u = Le, la matrice L de dimension (n, n + k) étant supposée de rang n. Soit alors une matrice ` de dimension
(k, n + k) et de rang k telle que `L

′ = 0.

En posant `e = 0, l’argument de Legendre, et compte tenu des hypothèses, on a :
[

u

0

]

=

[

L

`

]

e soit encore e =

[

L

`

]

−1 [

u

0

]

;

il est alors facile de vérifier que ||e ||2 = e′e = u(LL
′)−1u = || u′ ||2(LL′)−1 .

Legendre se ramène ainsi à la résolution d’un problème ordinaire de moindres carrés entre un vecteur réponse

augmenté y1 =

[

L

`

]

−1 [

y

0

]

et une matrice expérimentale augmentée X1 =

[

L

`

]

−1 [

X

0

]

. Autrement dit,

par un simple pré-traitement des données, lié à un choix heureux de modèle pour les erreurs latentes (la matrice L)
et un choix ad hoc de la matrice `, Legendre résout un problème particulier de moindres carrés généralisés.

Les valeurs numériques des matrices implicitement utilisées par Legendre dans son application figurent ci-
dessous :

L =









−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1









LL
′ =









2 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2









[

L

`

]

=













−1 1 0 0 0
0 −1 1 0 0
0 0 −1 1 0
0 0 0 −1 1
1 1 1 1 1













[

L

`

]

−1

=
1

5













−4 −3 −2 −1 1
1 −3 −2 −1 1
1 2 −2 −1 1
1 2 3 −1 1
1 2 3 4 1













De nos jours, la méthode utilisée par Legendre, augmentation et inversion, peut faire sourire car il existe des
méthodes numériques d’emploi nettement plus simple pour effectuer des moindres carrés généralisés. Connais-
sant LL

′, on peut procéder sans augmentation des données en effectuant des moindres carrés ordinaires avec
des données transformées Hy et HX. Un vaste choix s’offre pour H : H = (LL

′)−
1

2 , l’inverse C
−1 de la

décomposition de Cholesky4
C de LL

′, la décomposition de Cholesky D de l’inverse (LL
′)−1 de LL

′ . . .

4. André-Louis Cholesky (officier français, 1875-1918) imagina sa méthode à l’occasion de travaux de géodésie effectués au
service géographique de l’État-major de l’armée.
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Dans l’exemple de Legendre, tout se passe bien, trop bien même. La situation est-elle aussi simple pour d’autres
situations de dépendance des erreurs ? Il est assez naturel de replacer l’approche de Legendre dans le cadre des
modèles ARMA(p,q) introduits par Georges Box et Gwilym Jenkins (1970) mais en se limitant aux modèles les
plus simples : le schéma de type moyenne mobile d’ordre 1 (ui = ei + θei−1, |θ| ≤ 1), autrement dit un modèle
ARMA(0,1) = MA(1), et le schéma de type autorégressif d’ordre 1 (ui = θui−1 + ei, |θ| < 1), autrement dit
un modèle ARMA(1,0) = AR(1). Pour une discussion de ces aspects on pourra lire l’article récemment soumis
par Antoine de Falguerolles et Didier Pinchon. Mais on notera en passant que l’approche considérée par Le-
gendre, augmentation et inversion, se généralise aussi sans difficulté à tous les cas MA(1). Il suffit de choisir
` =

(

−θ, θ2,−θ3, . . .
)

. L’inversion de la matrice augmentée L1(θ), L1(θ)
′ = [L(θ)′ `

′(θ)], devient alors un peu
plus technique.

4. Georges Muntz et le chemin de l’analyse de covariance

Presque trent ans plus tard, en 1834, Georges Muntz publie les résultats d’une étude faite sur l’évolution du
prix du transport total du mètre cube de divers matériaux de construction (et notamment de calcaire concassé) en
fonction de la distance à parcourir. Il pose pour la moyenne du prix demandé (y, la variable réponse) un modèle
de prédicteur linéaire simple classique (b + ax). Il fait alors (( concourir toutes les équations à la détermination de
a et b : en les assujettissant à la condition que la somme de leurs quarrés soit un minimum )). Il rappelle alors les
formules des équations normales (sans les désigner sous ce nom 5) et leur solution.

De fait, les données sont plus complexes. Muntz dispose dans l’exemple du calcaire concassé de 15 observa-
tions relatives à des transports sur des chemins normaux (y1j) et de 3 observations relatives à des transports sur
des chemins en terre glaise (y2j). Comment estimer une ordonnée commune (partie fixe du prix) et deux pentes
distinctes (une par groupe) ? On peut penser que si Muntz avait su coder sa variable qualitative groupe il aurait su
aussi, comme Legendre l’avait présenté en 1805, faire une régression linéaire multiple.

Toutefois, Muntz résout le problème en profitant du fort déséquilibre des deux groupes (n1 > n2). Sa procédure
comporte deux étapes : estimation de b (ordonnée commune aux deux groupes ) et de a1 (pente spécifique d’un
groupe) sur le groupe le plus nombreux (numéroté 1) par une régression linéaire simple classique ; estimation de

a2 sur le groupe le moins nombreux en moyennant les réponses transformées
y2j − b

x2j

.

Les deux étapes relèvent bien sûr de l’application des moindres carrés et le lecteur pourra vérifier que Muntz
définit ainsi des estimateurs linéaires. Certes, ces estimateurs ne possèdent pas l’optimalité garantie par le théorème
de Gauss-Markov dans une estimation globale de b, a1 et a2. Mais les estimations obtenues sont ici très proches
des estimations optimales.

5. Conclusion

Les deux exemples ainsi re-visités relèvent de la statistique multidimensionnelle descriptive (ou encore empi-
rique). En effet, ni Legendre ni Muntz n’introduisent de modèle probabiliste pour rendre compte des dissonances
entre les relations observées. On notera que l’appendice de 1806 contient 22 occurrences du terme erreur mais
en dehors de tout concept explicitement probabiliste. Pourtant, dans son mémoire publié vers 18306, Legendre
reproduit presque mot à mot l’exposé de 1805 (et de 1806) mais introduit la méthode des moindres quarrés en
rappelant que (( M. le comte Laplace ayant trouvé par des considérations fondées sur le calcul des probabilités, que
la méthode des moindres quarrés doit être employée préférablement à toute autre, pour trouver la valeur moyenne
la plus exacte d’un ou de plusieurs éléments inconnus . . . )). Mais la manière dont les données sont traitées reste
exemplaire pour des statisticiens. Un regret personnel en passant. Il est un peu surprenant de noter l’absence totale

5. Emmanuel Carvallo les désigne sous le nom d’(( équations résultantes )) dans son ouvrage de 1912.
6. Il s’agit d’un texte qui aurait été lu le 24 septembre 1811.
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de graphiques statistiques dans ces publications. Et pourtant, Legendre est l’auteur d’un traité de géométrie de base
souvent réédité et orné de fines illustrations !

Enfin, cette commémoration des moindres carrés ne saurait être complète sans que soit évoqué l’excellent ou-
vrage publié par Åke Björck il y a quelques années et consacré aux méthodes numériques pour les moindres carrés
(1996). Le statisticien ignore souvent l’obscure algorithmique qui se met en œuvre à l’occasion de régressions
notamment et les rend numériquement acceptables. Le livre de Björck permet d’en mesurer les enjeux. L’ouvrage
était attendu et il avait fait lors de sa parution l’objet d’une publicité assez amusante qui souligne l’intérêt des
commémorations. L’éditeur, la puissante Society for Industrial and Applied Mathematics pour ne pas la nommer,
n’hésitait pas dans ce prospectus à rappeler “1795 – Gauss discovers the method of least-squares . . .1995 – Björck
writes a monograph that covers the full spectrum of relevant problems and methods in least squares.” Si la seconde
partie du message publicitaire n’est pas exagérée, force est de constater que la première reste un sujet de contro-
verse. C’est Legendre qui a publié, le premier, un exposé précis des moindres carrés et déposé ainsi le nom de ce
que Gauss persistait à appeler en 1809 “meine Methode”.
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James DURBIN and Geoffrey S. WATSON. Testing for serial correlation in least squares regression. Biometrika, 37:409–428,
1950.

James DURBIN and Geoffrey S. WATSON. Testing for serial correlation in least squares regression. Biometrika, 38:159–178,
1951.
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RÉSUMÉ. Ce papier concerne les règles d’association valides au sens de la mesure de qualité MGK qui est normaliśee en
ce sens que ses valeurs sont comprises entre−1 et +1 et refl̀etent les situations de réf́erence telles que l’incompatibilité, la
dépendance ńegative, l’ind́ependance, la d́ependance positive, et l’implication logique entre la prémisse et le conséquent d’une
règle. Par ailleurs,MGK se trouvêetre la normaliśee assocíeeà la plupart des mesures de qualité propośees dans la litt́erature.
Nous donnons une base pour l’ensemble des règles d’assoicationMGK-valides, c’est-̀a-dire, une famille minimale de règles
à partir de laquelle toutes les règlesMGK-valides peuvent̂etre d́erivées par application d’axiomes d’inférence donńes. Cette
base est en fait la réunion de quatre bases : la base des règles positives exactes, la base des règles ńegatives exactes, la base
des r̀egles positives approximatives et la base des règles ńegatives approximatives.

MOTS-CĹES :Règle d’association, Mesure de qualité, Base

1. Introduction

La fouille de donńees est un domaine de recherche actif dont l’importance n’a cessé de crôıtre ces dernìeres
anńees du fait de son rôle comme un outil approprié pour faire facèa la croissance explosive de la taille de
donńees stocḱees. Plusieurs techniques de fouille de données ont́et́e propośees. La fouille des règles d’association
figure parmi les plus populaires des méthodes de fouille des données. Les r̀egles d’association sont utiles pour la
découverte des relations au sein de très grandes bases de données. Plusieurs algorithmes de fouille de règles d’as-
sociation, fond́es sur les mesuressupportet confiance, ont ét́e propośes dans la litt́erature : APRIORI [AGR 93],
CLOSED [PAS 99], CLOSET [PEI 00]. Toutefois, l’ensemble des règles d’association valides au sens d’une me-
sure de qualit́e des r̀egles comporte souvent un très grand nombre de règles dont plusieurs peuventêtre ŕedondantes
par rapport̀a des axiomes d’inférence donńes. Ainsi d’un point de vue informatif, il est intéressant de n’en géńerer
qu’une base c’est-à-dire un ensemble minimal (au sens de l’ordre d’inclusion)à partir duquel, il peut̂etre recons-
titué par application de ces axiomes d’inférence.
Dans cette note, nous proposons une base pour les règles d’association valides au sens de la mesuresMGK intro-
duite dans [GUI 00] et dont les propriét́es math́ematiques ont́et́e étudíees dans [TOT 05]. Cette base est la réunion
de quatre bases : la base des règles positives exactes, la base des règles ńegatives exactes, la base de règles posi-
tives approximatives et la base des règles ńegatives approximatives. On notera que, selon [FEN 06], la mesure de
qualit́e MGK est normaliśee en ce sens que ses valeurs sont comprises entre−1 et +1 et refl̀etent les situations
de ŕeférence telles que l’incompatibilité, la d́ependance ńegative, l’ind́ependance, la dépendance positive, et l’im-
plication logique entre la prémisse et le conséquent d’une r̀egle. De plus, ses propriét́es permettent de considérer
tout naturellement les règles d’association dites négatives, c’est-̀a-dire, dont la pŕemisse et/ou le conséquent est la
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négation d’un motif. Par ailleurs,MGK se trouvêetre la normaliśee associéeà la plupart des mesures de qualité
propośees dans la litt́erature.

2. Règles d’association

Dans cet article, nous nous plaçons dans le cadre d’un contexte binaire(E,V) oùE est un ensemble fini d’entités
etV un ensemble fini de variables booléennes d́efinies surE. Les sous ensembles deV seront appelésmotifs.
Une règle d’associationde (E,V) est un couple(X, Y ) de motifs, not́e X→Y , où Y est non vide. Les motifs
X et Y seront appelés respectivement la “prémisse” et la “conclusion” de la r̀egleX→Y .
Etant donńes deux motifsX etY :

• X ′ désignera l’ensemble des entités v́erifiant le motifX, i.e., X ′ = {e ∈ E : ∀x ∈ X, x(e) = 1}.
• X désignera la ńegation deX, i.e., X(e) = 1 si et seulement s’il existex ∈ X tel quex(e) = 0 ((X)’ est le

compĺementaire deX ′).
La validité des r̀egles d’association estévalúee par une ou plusieurs mesures de qualité pour ne d́eterminer que
les r̀egles d’association pertinentes au sens de ces mesures. Les plus connues de ces mesures de qualité sont sans
doute lesupportet laconfiance[AGR 93]. Pour un ensembleA, désignons par|A| la cardinalit́e deA. Le support

d’un motif X est le nombre ŕeel d́efini parsupp(X) = |X′|
|E| . Le support d’une r̀egleX→Y not́e supp(X→Y )

est d́efini par :supp(X→Y ) = supp(X ∪ Y ) = |(X∪Y )′|
|E| . Il indique la proportion d’entit́es v́erifiant à la fois

la pŕemisse et la conclusion de la règle. La confiance d’une règleX→Y not́ee conf(X→Y ) est d́efinie par :
conf(X→Y ) = supp(X→Y )

supp(X) . Elle indique la proportion d’entités v́erifiant la conclusion parmi ceux vérifiant la
prémisse.
Dans ce papier, nous nous intéressons̀a la mesure de qualitéMGK [GUI 00] définie par :

MGK(X→Y ) =

{
P (Y ′|X′)−P (Y ′)

1−P ((Y ′) si P (Y ′|X ′) ≥ P (Y ′) (dépendance positive)
P (Y ′|X′)−P (Y ′)

P (Y ′) siP (Y ′|X ′) ≤ P (Y ′) (dépendance ńegative),

où P est la probabilit́e uniforme discr̀ete d́efinie sur(E,P(E)), i.e., ∀X ′ ⊆ E, P (X ′) = card(X′)
card(E) . Soit, en fonction

du concept deconfiance :

MGK(X→Y ) =

{
conf(X→Y )−supp(Y )

1−supp(Y ) si X favorise Y, i.e., si conf(X→Y ) ≥ supp(Y )
conf(X→Y )−supp(Y )

supp(Y ) si X défavoriseY, i.e., si conf(X→Y ) < supp(Y ).

Notre int́er̂et pour la mesureMGK est motiv́e par le fait que celle-ci est, entre autres, la normalisée de la plupart
des mesures de qualité propośees (dontMGK lui-même) dans la litt́erature [FEN 06] et qu’elle intègre un lien
implicatif. De plus, d’un ĉoté plus la valeur prise parMGK est proche de 1, plus la règle correspondante approche
l’implication logique ; d’autre part, plusMGK s’approche de−1, plus les deux motifs prémisse et Conséquent de la
règle ainsíevalúee tendent̀a être incompatibles, et alors il convient d’explorer les règles ditesnégativesassocíees,
i.e. les r̀egles du type(X→Y ), ou(X→Y ). Les r̀egles non ńegatives sont ditespositives.

Soit α ∈ R. Une r̀egle d’association positiveX→Y (resp. ńegativeX→Y ) sera diteα-valideau sens d’une
mesure de qualitéµ si µ(X→Y ) ≥ α (resp.µ(X→Y ) ≥ α).

3. Base des r̀egles d’association valides au sens de la mesure de qualitéMGK

L’ensemble des règles d’association valides au sens d’une mesure de qualité des r̀egles comporte souvent un
très grand nombre de règles dont plusieurs peuventêtre ŕedondantes par rapportà des axiomes d’inférence donńes.
Ainsi d’un point de vue informatif, il est intéressant de n’en géńerer qu’une base c’est-à-dire un ensemble minimal
(au sens de l’ordre d’inclusion)à partir duquel, il peut̂etre reconstitúe par application de ces axiomes d’inférence.

2
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Dans cette note, nous proposons une base des règles valides au sens deMGK pour un seuil minimumα ∈
[0, 1] donńe. Cette base est la réunion de quatre bases : la baseBPE des r̀egles positives exactes (i.e. les r̀egles
X→Y telles queMGK(X→Y ) = 1), la baseBNE des r̀egles ńegatives exactes (i.e. les r̀eglesX→Y telles
que MGK(X→Y ) = 1), la baseBPA des r̀egles positives approximatives (i.e. les r̀eglesX→Y telles que
α ≤ MGK(X→Y ) < 1 ) et la baseBNA des r̀egles ńegatives approximatives (i.e. les r̀eglesX→Y telles que
α ≤ MGK(X→Y ) < 1).

3.1. Base des r̀egles positives exactes

Rappelons que les règles positives exactes au sens de la mesureMGK sont les r̀eglesX→Y telles que
MGK(X→Y ) = 1. Or l’ égalit́e MGK(X→Y ) = 1 estéquivalentèa conf(X→Y ) = 1. Donc l’ensemble des
règles positives exactes au sens de la mesureMGK est identiquèa l’ensemble des règles positives exactes au sens
de la mesure confiance. Par conséquent, la base de Guigues-Duquenne [GUI 86] pour les règles positives exactes
au sens de la confiance est une base pour les règles positives exactes au sens deMGK , par rapport aux axiomes
d’inf érence de Armstrong [ARM 74] suivants : (PE1) pour tout motifX, X→X ; (PE2) siX→Y et Y→Z, alors
X→Z ; (PE3) siX→Y etZ→T , alors(X ∪ Z)→(Y ∪ T ).
Consid́erons les applicationsf etg définies parf : E 7−→E′ pour toutE⊆E avecE′ = {x ∈ V : x(e) = 1∀e ∈ E}
etg : X 7−→X ′ pour toutX⊆V. Alors l’applicationϕ = f ◦ g est un oṕerateur de fermeture surP(V), i.e.ϕ vérifie
les trois conditions suivantes : (F1)X⊆Y implique ϕ(X)⊆ϕ(Y ), (F2) X⊆ϕ(X), (F3) ϕ(ϕ(X)) = ϕ(X). Un
motif X sera ditϕ-fermé siϕ(X) = X. Un motif X est ditϕ-critique s’il n’est pasϕ-fermé etϕ(Z) ⊂ X pour
tout motif Z ϕ-critique strictement contenu dansX [CAS 03]. Une autre caractérisation des motifsϕ-critiques
peutêtre trouv́ee dans [DIA 05].
La base de Guigues -Duquenne pour les règles exactes au sens de la confiance, donc pour les règles positives
exactes au sens deMGK est d́efinie par :

BPE = {X→ϕ(X) \X : X est ϕ− critique}.

3.2. Base des r̀egles ńegatives exactes

Le résultat suivant permet de caractériser les r̀egles ńegatives exactes au sens de la mesureMGK en fonction
du support des règles positives correspondantes.

Proposition 1 SoientX et Y deux motifs telssupp(X) 6= 0 et supp(Y ) 6= 0. Alors MGK(X→Y ) = 1 ⇔
MGK(X→Y ) = −1 ⇔ conf(X→Y ) = 0 ⇔ supp(X→Y ) = 0.

Le résultat de la proposition 1 nous conduità consid́erer la bordure positive de l’ensemble des motifs de support
nul not́e Bd+(0) [MAN 97]. La bordure positive des motifs de support nul est l’ensemble des motifs maximaux
(au sens de l’ordre d’inclusion) de support non nul,i.e., formellement :

Bd+(0) = {X⊆V : supp(X) > 0 et pour tout x /∈ X, supp(X ∪ {x}) = 0}.

Consid́erons maintenant les axiomes d’inférence ci-apr̀es : (NE1) siX→Y , alors pour tout motifT tel que
supp(Y T ) > 0 on aX→Y T ; (NE2) si X→Y , alors pour toutZ ⊂ X tel quesupp(ZY ) = 0, on aZ→Y .
Alors on montre que les axiomes (NE1) et (NE2) sont correctes, c’est-à-dire que toute règle d’association d́eduite
par application de (NE1) et/ou (NE2)à partir d’une ou plusieurs règles d’association exactes au sens deMGK est
négative exacte au sens deMGK . Par ailleurs, on montre que l’ensemble

BNE = {X→{x} : X ∈ Bd+(0) etx /∈ X}

est une base pour les règles ńegatives exactes au sens deMGK par rapport aux axiomes d’inférence (NE1) et
(NE2).

3
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3.3. Base des r̀egles positives approximatives

Notons qu’une r̀egle valide au sens de la mesure de qualité MGK est ńecessairement une règle òu la pŕemisse
favorise la conclusion. En effet,X défavoriseY signifie que la ŕealisationX diminue la chance deY d’être ŕealiśe.
Dans ce cas il est alors plus pertinent de considérer la r̀egleX→Y puisqueX favoriseY lorsqueX défavoriseY .
Soitα ∈ [0, 1] un nombre ŕeel. Le ŕesultat suivant caractérise les r̀egles positives approximativesα-valides au sens
deMGK en fonction de leur confiance.

Proposition 2 SoientX etY deux motifs tels queX favoriseY . Alorsα ≤ MGK(X→Y ) < 1 si et seulement si
supp(Y )(1− α) + α ≤ conf(X→Y ) < 1.

Consid́erons maintenant l’axiome d’inférence (PA) ci-dessous :
(PA) siX→Y alors pour tousZ, T tels queϕ(X) = ϕ(Z) etϕ(Y ) = ϕ(T ) on aZ→T .
Alors on montre que (PA) est correct, c’est-à-dire que toute règle d’association d́eduite par application de (PA)à
partir d’une r̀egle positive approximative au sens deMGK est positive approximative au sens deMGK . Par ailleurs,
on montre que l’ensemble

BPA = {X→Y : ϕ(X) = X, ϕ(Y ) = Y, supp(Y )(1− α) + α ≤ conf(X→Y ) < 1}

est une base pour les règles d’associaition positives approximatives au sens deMGK , par rapportà l’axiome
d’inf érence (PA).

3.4. Base des r̀egles ńegatives approximatives

Le résultat suivant caractérise les r̀egles ńegatives approximativesα-valides au sens deMGK en fonction de la
confiance des règles positives correspondantes.

Proposition 3 SoientX etY deux motifs tels queX favoriseY . Alorsα ≤ MGK(X→Y ) < 1 si et seulement si
0 < conf(X→Y ) ≤ supp(Y )(1− α).

Consid́erons enfin l’axiome d’inf́erence (NA) ci-dessous :
(NA) si X→Y , alors pour tousZ, T tels queϕ(X) = ϕ(Z) etϕ(Y ) = ϕ(T ), on aZ→T .
On montre que (NA) est correct, c’est-à-dire que toute règle d’association d́eduite par application de (NA)̀a partir
d’une r̀egle ńegative approximative au sens deMGK est ńegative approximative au sens deMGK . Par ailleurs, on
montre que l’ensemble

BNA = {X→Y : ϕ(X) = X, ϕ(Y ) = Y, 0 < conf(X→Y ) ≤ supp(Y )(1− α)}

est une base pour les règles d’association négatives approximatives au sens deMGK , par rapportà l’axiome
d’inf érence (NA).

En ŕesuḿe la base des règles d’association que nous proposons est la réunion des bases BPE, BNE, BPA et
BNA.
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2, avenue Pierre Marzin, 22300 Lannion
sylvain.ferrandiz@francetelecom.com
marc.boulle@francetelecom.com

RÉSUMÉ. La récolte des donńees est de moins en moins contrainte par l’aspect technique de sa mise en œuvre. En conséquence,
il est aujourd’hui possible de suivre dans le temps toute caractéristique mesuŕee. Lors de la pŕeparation d’une table de données
et de la construction d’un modèle, le statisticien doit ainsi compter avec la présence d’un nombre croissant de variables
dynamiques. A ĉoté des questions usuellement traitées en phase de préparation, comme la sélection des variables pertinentes,
toute variable dynamique soulève de plus un problème de repŕesentation. Afin d’automatiser la prise de décision, aujourd’hui
baśee sur la connaissance métier, nous appliquons une méthode d’́evaluation superviśee pour quantifier la pertinence d’une
variable dynamique. L’évaluation est automatique et régulariśee, ce qui profitèa la qualit́e des choix oṕerés. Le propos est
illustré sur un probl̀eme de classification de courbes de consommation téléphonique.

MOTS-CĹES :Classification superviśee, pŕeparation de donńees, variables dynamiques.

1. Préparation de donńees et variables dynamiques

Avec l’émergence des systèmes d’information au tournant des années 90, la ŕecolte des donńees brutes áet́e
rendue compl̀etement ind́ependante de toute finalité statistique. Mod́eliser directement de telles données est devenu
impossible. La phase de préparation des données, dont l’objectif est de construire une table de données pour
mod́elisationà partir des donńees brutes, est donc devenue une partie critique et souvent coûteuse en temps du
processus de fouille de données [CHA 00].

L’ évolution des moyens techniques le permettant, il est aujourd’hui possible de suivre dans le temps une ca-
ract́eristique, et ce sur une longue période. A ĉoté des variables usuelles, qu’on qualifie ici destatiques, sont donc
de plus en plus présentes des variablesdynamiques: mesure de l’activit́e cardiaque en ḿedecine, mesure de la
pression en ḿet́eorologie, mesure de la consommation téléphonique en télécommunication, mesure de la propaga-
tion des ondes en sismologie. Une variable dynamique est ainsi formée par une suite de mesures et se distingue
d’une variable multivaríee par son caractère śequentiel.

De par la d́ecorŕelation entre la ŕecolte des donńees et la mod́elisation, la pŕecision des mesures et l’échelle
des temps de mesure sont sans aucun rapport avec les besoins d’uneétude statistique, car seulement limitées
par les contraintes techniques. Dès lors, la pŕeparation de donńees dynamiques passe nécessairement par une
phase de recherche de représentation : d’une représentation brute (les données observ́ees) il faut passer̀a une
repŕesentation coh́erente pour mod́elisation subśequente, et ce pour chacune des variables dynamiques. Au cours
de cette recherche de représentation, d’autres problèmes que celui de l’échelle des temps de mesure sontà traiter,
comme le bruit sur les mesures, le non alignement des temps de mesure, le facteur d’échelle entre les individus,
etc.
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En phase de préparation, hormis le problème de repŕesentation, les variables dynamiques sont placées dans
le même contexte que les variables statiques et sont naturellement amenéesà subir les m̂emes traitements. Si on
chercheà expliquer une variable cible symbolique, les tâches principales de préparation sont l’́evaluation de la
dépendance entre variable(s) explicative(s) et variable cible, ainsi que la sélection de variables explicatives.

En pratique, la śelection d’une repŕesentation pour chaque variable dynamique et la sélection de variables
dynamiques sont basées sur la connaissance métier : en reconnaissance de la parole, il est ”usuel” de travailler avec
les log-ṕeriodogrammes des signaux ; en téléphonie, il est ”usuel” de travailler avec un découpage en tranches
horaires pŕed́etermińe ; en ḿedecine, il est ”usuel” de considérerà la fois unélectroenćephalogramme, uńelectro-
oculogramme et uńelectromyogramme afin d’étudier la phase de sommeil paradoxal. La connaissance métier
porte sur un ph́enom̀eme particulier et s’accumule au fur età mesure qu’on valide de nouvelles hypothèses sur ce
phénom̀ene.

On applique ici une ḿethode d’́evaluation non paraḿetrique et ǵeńerique jugeant la qualité d’une repŕesentation
à l’étude d’une variable dynamique. Ses qualités favorisent l’automatisation de la prise de décision et la rendent
indépendante du domaine d’application. Le contexte est celui de la classification supervisée. Le crit̀ere d’́evaluation
c est introduit dans [FER 06b] et l’algorithme d’optimisation dans [FER 06a]. On se propose dans ce papier d’illus-
trer l’apport de la ḿethode sur un problème d’́evaluation superviśee de variables dynamiques. La section 2 dérive
du crit̀ere c une ḿethode d’́evaluation de la pertinence d’une représentation. La section 3 montre son apportà
travers une exṕerimentation sur un problème de classification de profils de consommation téléphonique.

2. Une approche informationnelle de l’́evaluation

Dans le cas d’une variable statique continue, [BOU 06] aborde la question de l’évaluation de la pertinence
vis-à-vis d’une variable cible symbolique comme un problème de mod́elisation. Les mod̀eles consid́eŕes sont les
partitions de la variable continue en intervalles. Une approche informationnelle permet de définir un crit̀ere s’in-
terpŕetant comme la probabilité que le mod̀ele explique les donńees. La śelection du mod̀ele le plus probable
conduità une ḿethode de discrétisation d’une variable statique continue. La probabilité que ce mod̀ele explique
les donńees s’utilise alors comme un indicateur de pertinence de la variable descriptive relativementà la variable
cible.

Dans [FER 06b], l’approche est adaptée afin de traiter le cas où l’on dispose d’une mesure de similitude entre
les instances de l’échantillon. Toute partition de Voronoi induite par un sous-ensemble d’instances constitue un
mod̀ele. Le partitionnement d’une variable en intervalles est ainsi géńeraliśe en un partitionnement de l’espace en
cellules. La probabilit́e qu’un mod̀ele explique les donńees est explicit́ee et la śelection du mod̀ele le plus probable
conduità une ḿethode de śelection d’instances. L̀a encore, la probabilité assocíee au mod̀ele śelectionńe constitue
un indicateur supervisé de pertinence. La ḿethode est́evalúee dans [FER 06a] en tant que méthode de śelection
d’instances pour la classification par le plus proche voisin.

En pratique, la représentation des données dynamiques conduità d́efinir une matrice de similitude. Par exemple,
une fois la transforḿee de Fourier appliqúee, il est usuel d’utiliser une distance euclidienne pondéŕee. On consid̀ere
donc qu’une repŕesentationR n’est autre qu’une matrice de similitude. Ainsi, on utilise le critèrec(M,R) présent́e
dans [FER 06b], qui mesure de manière superviśee l’intér̂et d’une partition de VoronoiM relative à un sous-
ensemble de l’́echantillon et d́efinieà l’aide de la matriceR. Dès lors, si on note

c∗(R) = minM c(M,R),

la fonctionc∗ fournit uneévaluation de la qualité de la repŕesentationR et permet ainsi de comparer différentes
repŕesentations. Pour une matrice de similitudeR donńee, il suffit d’appliquer un algorithme d’optimisation combi-
natoire et d’attribuer̀aR la valeur rencontŕee optimale du crit̀erec(M,R). Une heuristique d’optimisation efficace
est pŕesent́ee dans [FER 06a]. Le critèrec est le suivant :

c(M,R) = log N + log
(

N + K − 1
K

)
+

K∑
k=1

log
(

Nk + J − 1
J − 1

)
+

K∑
k=1

log
Nk!

Nk1! . . . NkJ !
.
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où N désigne le nombre d’instances de l’échantillon,J le nombre de classes cibles,K le nombre de groupes de la
partition,Nk le nombre d’instances dans lakeme cellule etNkj le nombre d’instances dans lakeme cellule portant
la jeme étiquette.

Le critèrec est non paraḿetrique et ŕegulariśe. Il quantifie le compromis entre le nombre de groupes de la
partition (les deux premiers termes) et la distribution de la cible (les deux derniers termes), ce qui correspondà un
compromis entre complexité du mod̀ele et ajustement du modèle aux donńees de l’́echantillon. La ŕegularisation
est un moyen ŝur d’endiguer le ph́enom̀ene de sur-apprentissage. Etant de surcroı̂t non paraḿetrique, l’́evaluation
se passe de validation ou de validation croisée. On dispose ainsi de plus d’instances pour ajuster le modèle, ce qui
augmente sa qualité.

Afin de travailler avec un indicateur normalisé, on consid̀ere la transformation suivante dec∗ :

g∗(R) = 1− c∗(R)
c0(R)

,

où c0(R) est la valeur du crit̀erec(M,R) pour le mod̀eleM constitúe par un seul groupe. Commec(M,R) n’est
autre que l’oppośe du logarithme d’une probabilité et comme une telle quantité s’interpr̀ete comme une longueur
de codage (d’après les travaux de [SHA 48]),g∗(R) mesure un gain de compression. Le gain de compression
g∗(R) est suṕerieurà 0 (d̀es lors que la partition en un unique groupe estévalúee durant l’optimisation) et inférieur
à 1. Sig∗(R) = 0, la repŕesentationR n’apporte aucune information sur la variable cible. Plus la valeur deg∗(R)
est proche de 1, plus les classes cibles sont sépaŕees. Il est̀a noter que ce critère est ǵeńerique et ne se limite pas̀a
l’ évaluation de représentations de données dynamiques.

3. Classification de profils de consommation

On illustre les apports de notre méthode par une expérimentation sur des données de consommation en télépho-
nie fixe. C’est un problème de classification de profils de consommation suivant 4 classes cibles A, B, C et D. La
distribution des classes cibles est uniforme sur l’échantillon. On dispose de 168 variables descriptives continues,
chacune mesurant la consommation téléphonique sur une tranche horaire de la semaine et ce pour 2636 instances.
On applique la ḿethodeà la variable dynamique constituée par les 168 variables descriptives. La mesure de simi-
litude adopt́ee est la ḿetriqueL1.

L’ évaluation fournit un gain de compression de 0.051, ce qui est très faible et caractérise un fort ḿelange
des classes cibles. En plus de quantifier la pertinence d’une variable, elle fournit un supportà la discrimination
réaliśee : une distribution des classes cibles et un prototype accompagnent chaque groupe. La méthode partitionne
ici les instances en 7 groupes et les caractéristiques de trois d’entre eux sont reportées sur la figure 1. Les distri-
butions relatives̀a chacun de ces groupes sont représent́ees par des histogrammes groupés. Dans chaque groupe,
en calculant la valeur moyenne de chacune des 168 variables, on obtient un profil de consommation moyen ca-
ract́eristique de ce groupe. Ce profil est plus parlant que le simple profil de consommation du prototype car il tient
compte de toutes les instances du groupe.

Le mod̀eleétant visualisable, il est facilement interprétable. Par exemple, on voit que les individus du groupe 7
sont en grand nombre (35% des instances), qu’ils une consommation moyenne plusélev́ee que la moyenne globale,
et que ce comportement est majoritairement caractéristique de la classe A (la répartition dans les classes cibles A,
B, C, D est(41%, 26%, 15%, 17%)). Le groupe 1 est quantà lui plus discriminant (la ŕepartition dans les classes
cibles est(16%, 20%, 57%, 6%)) avec un profil de consommation atypique (pics de consommationélev́es), mais
est de taille ŕeduite (4% des instances). Le groupe 4 discrimine lui aussi la classe C, moins fortement tout de même
que le groupe 1, et se différentie par une consommation moyenne très faible.

Il est à noter que ce n’est pas la visualisation en elle-même qui est nouvelle. Elle peut en effetêtre utiliśee
conjointement̀a toute ḿethode fournissant un ensemble de prototypes. La nouveauté ŕeside dans le fait que la
méthode d’́evaluation propośee ici optimise exactement les paramètres de cette visualisation. En effet, les ca-

3

� 112 �



FIG . 1. Caract́eristiques des groupes 1, 4 et 7. A chaque profil est associée une distribution des classes cibles. Les
groupes 1 et 4 contiennent majoritairement des instances de classe C. Les instances du groupe 1 correspondentà
de tr̀es fortes consommations, avec des pics très marqúes. Celles du groupe 4 correspondent aux faibles consom-
mations.

ract́eristiques visualiśees (taille des groupes, distribution des classes cibles dans les groupes, prototypes) sont
exactement celles apparaissant dans le critère et les mod̀eles. La visualisation n’en est que plus pertinente.

4. Conclusion

A cours d’un processus de fouille de données, le statisticien traite aujourd’hui aussi bien des variables statiques
que des variables dynamiques. Ces dernières soul̀event avec plus de force la question du choix d’une représentation.
Nous avons appliqúe dans ce papier un procéd́e d’évaluation superviśee de la pertinence d’une représentation.

En évitant de passer par une phase de validation, on utilise plus de données pour l’apprentissage. Ceci assure
une pertinence plus forte de l’hypothèse valid́ee. En ǵerant le sur-apprentissage, l’hypothèse śelectionńee ne ”colle”
pas aux donńees, ce qui assure sa robustesse. C’est l’adoption d’une approche informationnelle qui conduità une
telle évaluation.

Le bon comportement attendu aét́e illustŕe sur un jeu de données ŕeel, dans le but de classer de manière
superviśee des courbes de consommation téléphonique. Les expérimentations ont montré l’apport explicatif de la
structuration des données : la ḿethode optimise ce que l’utilisateur voit. De par sa géńericité, l’évaluation n’est
pas limit́ee au probl̀eme de repŕesentation des données dynamiques.
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RÉSUMÉ. La recherche opérationnelle est un outil puissant pour contribuer à la modélisation des problèmes de l’ATM . Cepen-
dant, associée à un nombre élevé de contraintes et des données, l’élaboration d’un modèle mathématique devient complexe
et difficile. En effet ce problème est très sensible à la fluctuation des données et des éléments de contraintes (constituants des
noeuds et des arcs du réseau). Ces derniers, répartis à travers différentes bases de données des " Stakeholder " ATM , doivent
être vérifiés et validés pour éviter l’accumulation des incertitudes, des erreurs ainsi que la génération des résultats biaisés à la
sortie du modèle. De ce fait, la phase de prétraitement des données est primordiale : les techniques et recherches actuelles de
Data Mining et de classification pourront contribuer indéniablement à la fiabilité des données du modèle.

MOTS-CLÉS : ATM,Synchronisation, Data Mining, Modèle Linéaire

1. Description du problème

En l’état actuel, pour chaque vol, il est alloué une fenêtre de temps entre -5 et +10 minutes pendant laquelle
le contrôleur est libre de décider si l’avion est autorisé à décoller ou à atterrir. Cette marge est bonne au niveau
de sécurité mais améliorable au niveau de l’efficacité économique vis-à-vis des retards et de la capacité de gestion
(nombre d’aéronef géré). Donc actuellement, il existe des équipes qui vont procéder des simulations ayant pour
objectif de réduire la marge de la fenêtre sans baisser le niveau concernant la sécurité. Par exemple on fixe une
marge de -2 minutes et +3 minutes concernant la tolérance d’arrivée et comment on synchronise le trafic ?

Synchronisation du trafic aérien : c’est le processus d’établissement et de maintenance de la sécurité, de l’ef-
ficacité et de l’ordre du flux de trafic. Elle inclut la provision, le traitement de la file d’attente des avions en route
ainsi qu’au sol. Elle opère également sur les vols individuels.

2. Modélisation Mathématique

Compte tenu que le but est de fournir un modèle mathématique pour soutenir à cette procédure (reserrer la
fenêtre temporelle et synchroniser le réseau) le TTA sera pris comme l’élément principal d’input, puis on remonte
sur l’itinéraire du vol pour déterminer le créneau de départ de l’aéronef. D’autre part, en fixant le TTA, l’aéroport de
départ, l’aéroport d’arrivée, on devrait pouvoir déterminer l’heure de départ et la route correspondante de telle sorte
que le vol arrive dans la fenêtre temporelle prédéterminée. En premier temps, on va concentrer sur la détermination
de temps de départ en fixant le temps d’arrivée. La route est considérée comme connue.
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2.1. Les paramètres de la modélisation

On reprise les notations de Bertsimas et Stock ([1]). Notre principe étant suivant : pour chaque TTA, on estime
le TTOT. On revient au problème de minimisation du coût de service (dans notre cas, c’est la minimisation du coût
total des retards) sous les constraintes de capacités et surtout la constrainte de fenêtre temporelle d’arrivée.Une fois
on a obtenu des solutions optimales, on peut mettre à jour TTA et ainsi que l’heure de passage dans les secteurs.

Soient : L’ensemble des vols F = {1, ..., F}. L’ensemble des aéroports K = {1, ...,K} On note également
des périodes de temps T = {1, ..., T}, On prend comme référence le temps t pour désigner la période de temps t.
Donc les données du problème sont suivantes :

Nf = nombre de secteurs dans la trajectoire du vol f

P (f, i)= le ieme secteur dans le vol f

Pf = (P (f, i) : 1 < i < Nf )= ensemble des secteurs dans le vol f

Dk(t)= la capacité des vols déclarée de départ de l’aéroport k à t

Ak(t)= capacité des vols déclarés d’arrivée de l’aéroport k à t

Sj(t)=capacité de secteur j à t

df = heure de départ programmée (estimée) de vol f

rf = heure d’arrivée programmée (voulue) de vol f

ca
f = le coût du maintien du vol f en route pour une unité de temps

c
g
f =le coût de maintien du vol f au sol pour une unité de temps

lfj= le temps minimal pour le vol (l’aéronef) f traverse le secteur j

T
j
f = l’ensemble de temps que le vol f peut être entré dans le secteur j

Les variables de décision sont les suivantes :

w
j
ft =

{

1 si le vol f entre au secteur j avant t

0 sinon

et

u
j
ft =

{

1 si le vol f entre au secteur j à t

0 sinon

De cette définition, on a :

u
j
ft = w

j
ft − w

j
f,t−1, donc w

j
ft =

∑

t′<t

u
j
ft′

2.2. Les contraintes

1. Le premier secteur du vol étant l’aéroport de départ, par conséquent le temps que le vol est maintenu au sol
est égal à la différence entre l’heure de départ réelle et l’heure de départ programmée.

gf =
∑

t∈T k
f

,k=P (f,1)

tuk
ft − df =

∑

t∈T k
f

,k=P (f,1)

t(wj
ft − w

j
f,t−1)− df

2. Le temps que le vol f est maintenu en route peut être interprété comme l’heure d’arrivée réel diminué de
l’heure d’arrivée programmée et aussi diminué du temps que le vol f maintenu au sol ( avant de départ)

af =
∑

t∈T k
f

,k=P (f,Nf )

tuk
ft − rf − gf =

∑

t∈T k
f

,k=P (f,Nf )

t(wj
ft − w

j
f,t−1)− rf − gf

2
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3. La déviation des retards d’arrivée est égale à la différence entre l’heure d’arrivée réelle et l’heure d’arrivée
programmée.

Donc
pf =

∑

t∈T k
f

,k=P (f,Nf )

tuk
ft − rf =

∑

t∈T k
f

,k=P (f,Nf )

t(wj
ft − w

j
f,t−1)− rf

4. Compte tenu que le nombre de vols de départ d’un aéroport ne peut dépasser la capacité des vols de départ
de cet même aéroport, on a l’inégalité suivante

∑

f :P (f,1)=k

(wk
ft − wk

f,t−1) ≤ Dk(t), k ∈ K, t ∈ T

5. Le nombre d’aéronefs d’arrivée sur un aéroport à un moment donné ne devrait pas dépasser la capacité de
cet aéroport à ce moment là, on a l’inégalité suivante :

∑

f :P (f,Nf )=k

(wk
ft − wk

f,t−1) ≤ Ak(t), k ∈ K, t ∈ T

6. Le nombre d’avions traversant un secteur à un moment donné ne devrait pas dépasser la capacité de ce
secteur, mathématiquement on a la relation suivante :

∑

f :P (f,i)=j,P (f,i+1)=j′,i<Nf

(wj
ft − w

j′

f,t−1) ≤ Sk(j), j ∈ K, t ∈ T

7. a ≤ pf ≤ b, cette condition signifie que ce vol arrive dans la fenêtre temporelle prédéterminée

8. w
j
f,t − w

j
f,t−1 ≥ 0, f , j ∈ Pf , t ∈ T

j
f

9. w
j
ft ∈ {0, 1}, f ,j ∈ Pf , t ∈ T

j
f

2.3. Programme d’optimisation

Notre critère est de minimiser du coût total des retards qui peut être décomposée en deux composantes : le coût
de retard en route, le coût de retard au sol

Min
∑

f

[cg
fgf + ca

faf ]

En rempplaçant les expressions de gf et af on a :

Min
∑

f

[cg
f (

∑

t∈T k
f

,k=P (f,1)

t(wj
ft − w

j
f,t−1)− df ) + ca

f (
∑

t∈T k
f

,k=P (f,Nf )

t(wj
ft − w

j
f,t−1)− rf − gf )]

L’heure de départ programmée peut être estimée comme

df = min{t : t ∈ T k
f , k = P (f, 1)}

3. Validation de la modélisation avec les donénes fiables

3.1. La nécessité de vérification des données

Les problèmes de fiabilité des données issues des partenaires sont réels. En effet, ces données ne sont pas
homogènes, de nature différente, gérées et utilisées par différents acteurs qui n’ont pas :

– La même vision des priorités ;
– Les mêmes contraintes ;
– Les mêmes préoccupations ni
– Les mêmes types de systèmes gestionnaires des bases de données (SGBD).

3
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3.2. Les méthodes de vérification de données

Classification

Compte tenu du grand volume d’information disponible dans le monde ATM, il nous importe de classifier
(segmenter) les types d’information au sein desquels on peut distinguer des sous ensembles homogènes pour le
traitement et d’analyses différenciés afin de pouvoir les intégrer dans notre modèle de réseau.

Donc au premier abord, nous cherchons à identifier et classifier les éléments contraignants rentrant en jeu pour
les noeuds et les arcs pour ce modèle de synchronisation. Une première recherche nous permet d’établir une liste
des éléments suivants :

– Le nombre de vols décollé (au départ) d’un aéroport k à l’instant t

– Le nombre de vols à l’arrivée d’un aéroport k à l’instant t

– Le nombre total des vols gérant par le secteur donné
– Le nombre de vols spéciaux
– Le nombre de terminaux (aéroports)
– La distribution du trafic
– La fréquence de congestion
– La séparation minimale en vertical et à l’horizontal (fonction même du type de l’aéronef)
– Les conditions météorologiques

Prioritisation

La prioritisation consiste à identifier les éléments parmi la liste ci-dessus (pouvant jouer un rôle prépondérant
croissant) pouvant influencer dynamiquement le modèle. Enfin, il convient de trouver aussi, si nécessaire, des
paramètres de pondérations pour chaque élément i de cette liste. Cette démarche pourra être identifiée et faite par
les chercheurs.

D’autre part, la classification ainsi que la prioritisation pourront aussi être constituées après une enquête auprès
des ANSPs et les autres partenaires afin de déterminer un consensus des éléments choisis parmi la liste ci-dessus.
On établiera un questionnaire de type Likert.

Cependant, afin de tester sur la cohérence et la fiabilité des échelles, on pratiquera un test avec α de Cronbach.
Si α ≥ 0, 7 la fiabilité sera démontrée. Enfin, on fera aussi un test de χ2 d’indépendance (concernant les données
des interviews recueillies auprès des stakeholders) pour démontrer que les réponses obtenues auprès des partenaires
ne seront pas dûes à un effet de hasard et que les variables sont en relation. Le χ2 calculé sera comparé au χ2 lu
avec un degré de liberté i correspondant et α = 0, 05 (p = 0, 95)

Vérification

La vérification et la validation des données sont primordiales. L’injection des données sans vérification et calcul
de probabilité induiront des risques pour chaque élément de contraintes et par voie de conséquence à la génaration
des résultats biaisés à la sortie du modèle. Pour l’instant aucun modèle (du processus data mining) n’a été choisi
pour vérifier les données obtenues. Néanmoins, plusieurs pistes sont possibles à savoir l’adoption d’un ou plusieurs
modèles combinés : modèle linéaire, modèle quadratique, modèle cubique ...

Néanmoins, très rapidement ce projet de modélisation de data mining doit être concrétisé avec le respect des
principes importants pour fiabiliser, harmoniser et valider des diverses données obtenues.

Ce projet n’échappe pas à la règle 20/80 de PARETO. En effet, notre planification est similaire au tableau* (à
quelques pourcentages près) qui permet d’identifier et de comparer le pourcentage de temps accordé par rapport
aux taux de succès de chaque étape.

Ainsi la boucle constituant la recherche des solutions, la préparation des données, les accès aux données,
leurs modélisations, les vérifications des données et leur injection dans le modèle synchronisation du réseau sera
complète et bouclée.

4
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Temps accordé Taux de succès Taux par
en % en % grande phase

1.Analyse du problème 10 20 15 80
2.Recherche et analyse
de solutions possibles 9 14
3.Implémentations
des spécifications 1 51
4.Data Mining 80 20
4.a Préparation des données 60 15
4.b Etude, Analyse 15 3
4.c Modélisation des données 5 2

TAB. 1. *Tableau extrait du document de Dorian Pyle

4. Conclusions et Perspectives

Le problème de synchronisation de trafic joue un rôle central dans la gestion du trafic aérien. Il permet de bien
gérer, controler le trafic ainsi que la ponctualité des vols. Une modélisation mathématique de type stochastique
semble nécessaire mais la technique des fouilles des données permettra de traiter le prolème plus efficace. Les
recherches sont en cours et un document spécifique leur sera entièrement consacrées ultérieurement.

5. Glossaire

ANSPs : ATM National Provider : Fournisseurs nationaux des services de gestion du trafic aérien.

ATC : Air traffic Control : Contrôle de trafic aérien

ATFM : Air Traffic Flow Management : Gestion des courants de trafic

ATM : Air Traffic Management, Gestion du trafic aérien

C-ATM : Co-operative Air Traffic Management

FL : Flight Level : niveau de vol

TTA : Time Target for Arrival, temps d’arrivé prévu

TMA : Terminal Area : Région terminale

TTOT : Target Take-Off Time, Temps de décollage prévu

STAKEHOLDER : Partenaire de l’ATM comprenant les ANPs, les compagnies aériennes, les usagers.
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RÉSUMÉ. Les ontologies constituent la brique supportant les échanges et le partage des informations en étendant 
l’interopérabilité syntaxique du web en une interopérabilité sémantique. Le succès du web sémantique dépend du 
degré d’automatisation de la construction des ontologies, de leur déploiement et de leur prolifération.  Dans cet 
article,  nous présentons une méthode incrémentale d’extraction de concepts ontologiques à partir de documents 
HTML en vue de construire une ontologie du domaine. Nous exploitons les caractéristiques structurelles des 
documents HTML afin de localiser et de définir un contexte approprié pour chaque terme en respectant sa position 
dans le corpus. Notre définition contextuelle permet de sélectionner les co-occurrents sémantiquement proches et de 
définir une mesure de pondération appropriée pour chaque couple de termes. Afin d’obtenir des classes de termes, 
nous avons défini les principes algorithmiques d’une méthode de clustering guidée par le contexte. Notre approche 
se base sur une évaluation interactive et incrémentale de la qualité des clusters par l’utilisateur. Nous avons 
expérimenté ces principes algorithmiques sur un corpus du domaine portant sur le tourisme. Les premiers résultats 
obtenus montrent que la prise en compte du contexte des termes améliore considérablement  la pertinence des 
concepts extraits.   

 
MOTS-CLÉS : Ontologie, Web sémantique, extraction, concept ontologique, clustering 

 
 

1 Introduction 
Les ontologies  constituent la brique supportant les échanges et le partage des informations en étendant 

l’interopérabilité syntaxique du web en une interopérabilité sémantique. Le succès du web sémantique 
dépend de la construction des ontologies. L’automatisation de cette construction semble être une solution 
prometteuse et de nombreux travaux existent dans la littérature. Dans [FAU 98], les auteurs présentent un 
système d’apprentissage, nommé ASIUM, à partir de textes techniques. Ils ont développé une méthode de 
clustering qui permet de classer les termes apparaissant avec le même verbe et avec le même rôle 
syntaxique ou la même préposition fournie par un analyseur syntaxique. De la même manière qu’ASIUM, 
le système SVETLAN présenté par Chalendar et Grau [CHA 00] utilise les verbes qui permettent de 
catégoriser les noms. Il est capable d’apprendre des catégories de noms à partir de textes, quel que soit 
leur domaine.  Maedche et Staab  [MEA 01] proposent un environnement d’apprentissage d’ontologies 
(Text-To-Onto) basé sur une architecture générale de découverte de structures conceptuelles à partir de 
différentes sources (XML, DTD, schéma de BD, etc.). Cet environnement possède une librairie de 
méthodes d’apprentissage et des outils linguistiques pour extraire des concepts, leurs relations 
taxonomiques et non taxonomiques. DODDLE II [SUG 04] est un environnement de développement 
d’ontologies permettant d’extraire des relations taxonomiques en utilisant à la fois les termes du domaine 
et WorldNet. Afin d’extraire des relations non taxonomiques, les auteurs utilisent les règles d’associations. 
SYNDIKATE [HAH 01] est un système pour l’acquisition automatique de connaissances à partir de textes 
allemands basé sur des procédures de compréhension de textes. Il extrait des relations non taxonomiques à 
partir de l’interprétation sémantique du texte.  
Dans cet article, nous présentons une approche incrémentale d’extraction de concepts ontologiques à partir 
de documents HTML en vue de construire une ontologie du domaine. Cette approche s’inscrit dans le 
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cadre d’une méthodologie unifiée présentée dans [BEN 05]. Nous focalisons notre intérêt sur la prise en 
compte de la structure HTML dans le document afin de définir un  contexte approprié pour chaque terme 
en sélectionnant ses co-occurrents sémantiquement proches et en respectant ses différentes positions  dans 
le texte. La mesure de pondération affectée à chaque couple de termes qui découle ainsi du contexte de 
chaque terme est plus précise car elle écarte les termes n’appartenant pas au contexte du terme considéré. 
Notre approche se base sur une évaluation interactive et incrémentale de la qualité des clusters par 
l’utilisateur. Nous avons expérimenté nos principes algorithmiques en utilisant l’algorithme des cartes de 
kohonen sur un corpus en langue française portant sur le domaine du tourisme. Les résultats obtenus 
montrent bien que la prise en compte du contexte structurel des mots améliore considérablement  la 
pertinence des concepts extraits.   
Dans la section suivante,  nous exposons le module d’extraction de concepts ontologiques. La section 3 
détaille nos expériences et les résultats obtenus. Dans la section 4, nous concluons sur le travail présenté. 

2 Principes Algorithmiques d’Extraction de Concepts Ontologiques 
Notre approche se base sur une architecture composée principalement d’une étape de prétraitement, 

une étape de traitement et une étape de formalisation et d’évaluation. L’étape de prétraitement utilise 
différents modules pour la constitution, la représentation, le traitement et l’analyse du corpus [BEN 05]. 
L’analyse porte à la fois sur la structure et la nature du corpus, ainsi que sur les aspects linguistiques. 
L’objectif de l’analyse de la nature du corpus est de construire un corpus suffisamment riche et varié pour 
bien couvrir les concepts du domaine. L’analyse de la structure permet de caractériser le corpus en 
examinant les balises dominantes et les plus représentatives du domaine, les liens entre elles et les termes 
associés. Quant à l’analyse linguistique, elle permet de caractériser le corpus d’un point de vue 
morphologique et syntaxique. Le module de représentation permet non seulement de structurer 
l’intégralité du corpus sous forme relationnelle mais aussi de l’enrichir  avec les informations recueillies 
des différentes analyses. L’étape de traitement exploite cette représentation relationnelle et en particulier 
les caractéristiques structurelles du corpus afin de définir un contexte approprié à chaque terme selon sa 
position dans le corpus.  
Cette section décrit la manière dont les concepts ontologiques d’un domaine sont extraits en fonction de 
leur contexte. Ce contexte est un ensemble de circonstances (situations) qui entourent l’objet d’étude et 
reflète son environnement concret. Il fournit un support pour l’activité d’apprentissage et pour 
l’interprétation sémantique. Dans notre cas, l’objet étudié est le mot, l’activité d’apprentissage est le 
clustering, l’interprétation sémantique est l’opération d’évaluation et de labellisation des classes de termes 
et la définition du contexte est déduite des analyses structurelles et linguistiques du corpus. Notre 
définition de contexte est représentée par une hiérarchie par rapport à laquelle le contexte est instancié en 
respectant les différentes positions du terme dans une balise html (contexte structurel). Le contexte 
structurel est basé sur l’existence ou non de relations entre les balises html.  
L’existence d’une relation structurelle entre les éléments HTML peut révéler une relation sémantique 
implicite entre les termes associés. Le fait d’instancier le contexte par rapport au lien structurel permet de 
cerner et révéler les concepts relatifs aux termes apparaissant dans par exemple les balises <h1>  <p> ; 
<caption>  <td> (titre d’un tableau  cellule d’un tableau) ; <TITLE_URL> (titre d’un lien hypertexte) 

 les titres d’une partie d’un document ; <TITLE_URL>  les titres du document référencés ; etc. Nous 
distinguons deux types de lien structurel : un lien physique qui dépend de la structure du document HTML 
(entre  la balise <h1> et la balise <p>  associée) et un lien logique qui n’est pas visuel puisque les 
éléments ne sont pas nécessairement consécutifs (entre <TITLE_URL> et les titres du document 
référencés). Pour caractériser  ces liens entre les balises, nous avons défini une hiérarchie contextuelle 
(H.C.) pour déterminer les termes reliés dans le corpus par liaison structurelle. 

Lorsque deux termes se retrouvent dans la même unité (paragraphe ou document), nous parlons de 
cooccurrence de ces deux mots dans cette unité contextuelle. En respectant cette structure, nous 
établissons des liaisons entre les termes  si :  

- Les termes sont encadrés par la même balise bloc (TAB. 1 : Exemple 1). Dans ce cas, on parle de 
cooccurrence par voisinage et le contexte est fixé à la balise en soi (<H1>). 
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- Les termes sont encadrés par des balises qui à leur tour sont reliées par un lien physique ou 
logique défini dans la hiérarchie contextuelle. Dans ce deuxième cas (TAB. 1 : Exemple 2), nous 
parlons de « cooccurrence par liaison » et le contexte est l’association des deux balises (<title> + 
<h1>). 

Exemple 1 Exemple 2 
<H1>    
événement  
maritime    
</H1> 

 

<TITLE> Catégories de logements et d’établissements 
d’hébergement </TITLE> <KEYWORDS> ***   </KEYWORDS> 
<HYPERLINK> *** <TITLE_URL> *** <H1>  Résidences de 
tourisme </H1> 
<P> un établissement touristique ayant certaines  caractéristiques 
communes avec un hôtel……   </P> 

Tab. 1 – Exemples de contextes d’utilisation 
La cooccurrence par liaison est une cooccurrence pour laquelle le contexte n’est pas fixé à une unité 

figée mais plutôt générique et instancié selon l’appartenance du terme à une balise. Dans l’exemple 2 
(TAB. 1), si nous considérons le terme « logement », en respectant la liaison logique existante entre 
<TITLE> et <H1> (figurant dans H.C), nous trouvons les co-occurrents de « logement » dans la réunion 
des deux balises bien qu’elles soient éloignées. Ce second type de liaison  (logique) est sémantique 
puisqu’un titre de document aura une relation avec les sous titres du même document.  Si nous 
considérons le terme « résidences », nous retrouvons ses co-occurrents dans  l’association des deux balises 
<h1> et <p> qui sont reliées par un lien physique conformément à H.C. Ces deux balises représentent le 
contexte instancié pour le terme « résidences» en respectant son appartenance à <h1>.  Si ce même terme 
existe dans une autre balise, le contexte sera différent et sera une nouvelle instance. Dans les cas ou nous 
ne retrouvons ni un lien logique ni un lien physique entre deux balises, nous considérons la balise seule en 
tant qu’unité contextuelle et nous appliquons la cooccurrence par voisinage dans la même balise html. 
Dans l’exemple 1 (TAB. 1), nous avons comme co-occurrent de  « événement » le terme « maritime » 
dans la balise <h1>. Cette balise représente le contexte du terme « événement ». L’application du contexte 
générique en relation avec la structure html et les liens sémantiques existants entre les balises permet de 
représenter l’adaptabilité d’un terme dans le corpus. Notre modèle contextuel, en tenant compte de la 
position d’un terme, prends en considération diverses situations dans lesquelles le terme a été cité. Le 
calcul de pondération d’un terme par rapport à son co-occurrent dépend des différents contextes 
(instanciés grâce à H.C) dans lesquels le mot apparaît. La pondération d’un terme est calculée en utilisant 
l’indice d’équivalence  [MIC 88] qui permet  d’évaluer la force de lien entre deux termes.  

3 Expérimentations et Evaluation des Résultats 
Afin d’évaluer notre modèle contextuel, nous avons appliqué deux définitions de contextes sur le 

même corpus. Le premier contexte est un contexte statique permettant d’encadrer un mot dans une fenêtre 
d’une taille précise. Nous cherchons les co-occurrents d’un mot dans un espace de 10 mots. Cette 
définition de contexte considère que tous les mots possèdent la même importance sans tenir compte du fait 
qu’ils appartiennent à certaines balises html. Le second contexte se base sur notre hiérarchie contextuelle 
et  nous initions le processus avec les termes appartenant aux balises clefs et aux titres. Les co-occurrents 
des termes sont sélectionnés par rapport à la cooccurrence par voisinage, la cooccurrence par liaison et la 
hiérarchie contextuelle. Nous utilisons une méthode de clustering non supervisée à savoir les cartes de 
Kohonen» [KOH 01] avec la distance euclidienne en  tant que distance de similarité. En appliquant nos 
principes algorithmiques pour les deux contextes différents, nous expérimentons différentes alternatives 
de nombre de classes allant de 20 à 400.  Les résultats de nos expérimentations (306 classes) sont évalués 
par deux experts de domaine puisque certains termes de nos classes n’existent pas dans le thésaurus de 
l’OMT (Organisation Mondiale du Tourisme). Les experts évaluent les classes de termes. Nous analysons 
leurs évaluations en tenant compte de différents points de vue comme la distribution des termes, la 
pondération des paires de termes, la similarité entre deux termes, les concepts extraits, l’interprétation 
sémantique des classes et le degré de généralité des concepts extraits. Concernant la distribution des 

� 121 �



termes, avec le premier contexte,  nous obtenons 74 classes parmi lesquelles il existe une classe contenant 
55% des termes. Alors que pour le second contexte, seuls 13% des termes initiaux sont regroupés dans la 
même classe.  
 
Pondération et Similarité de paires de termes. La pondération est calculée entre deux termes, le terme à 
classer et son co-occurrent dans le contexte. Notre contexte structurel permet d’obtenir de meilleurs 
résultats que le contexte basé sur une fenêtre. Par exemple, le terme « hébergement » et son co-occurrents 
sémantique « établissement » sont retrouvés avec une pondération plus importante avec notre hiérarchie 
contextuelle. Nous remarquons également que « loisir » et « oie », qui sont des mots n’ayant aucune 
relation sémantique, possèdent une faible pondération dans notre contexte en comparaison avec le premier 
contexte (Fig.1). En ce qui concerne la similarité entre termes, nous remarquons que la similarité calculée 
dans notre contexte est meilleure que celle obtenue avec le premier contexte. Par exemple, nous 
retrouvons les termes « archipel » et « île » qui forment le groupe nominal « archipel d’îles » avec une 
faible similarité dans notre contexte par rapport au premier contexte. Alors que dans ce dernier, nous 
retrouvons des mots n’ayant pas de relations sémantique comme « bicyclette » et « cuisine » et qui ont une 
similarité plus faible que celle retrouvé avec le second contexte (Fig.2).  
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FIG. 1 – Pondérations de paires de termes avec deux définitions de contextes  
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FIG. 2 – Similarités entre  termes avec deux définitions de contextes  

 
Interprétation sémantique.  En évaluant les classes, les experts du domaine notent trois types de classes 
qui sont les classes acceptables, les classes incorrectes et les classes inconnues. Une classe acceptable est 
une classe que l’expert est capable de labelliser. Une classe incorrecte est une classe qui soit contient des 
termes qui n’ont pas de relations avec le concept extrait de cette classe, soit elle contient plusieurs 
concepts clairement identifiés par l’expert. Une classe inconnue est une classe dont les termes n’ont 
aucune relation sémantique ; l’expert ne peut pas en donner une interprétation sémantique. Dans notre 
expérimentation, nous obtenons avec notre définition de contexte plus de classes acceptables (53.2%) et 
moins de classes inconnues (20.51%) et légèrement plus de classes incorrectes (26.28%) en comparaison 
avec le premier contexte pour lequel nous obtenons respectivement (40.54%), (33.78%) et (25.67%).  
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Concepts extraits. En tenant compte uniquement des classes acceptables, nous calculons la précision. 
Dans notre étude, « la précision est le ratio des termes pertinents ayant entre eux une importante similarité 
sémantique par rapport à l’ensemble des termes d’une classe donnée». Comme résultats, nous obtenons 
respectivement 81.36% et 86.18%  pour le premier et le second contexte. 
 
Degré de généralité des concepts extraits. Nous établissons une évaluation manuelle en nous basant sur 
les classes acceptables et sur le thésaurus de l’Organisation Mondiale du Tourisme (OMT). 
Respectivement pour le premier et le second contexte, nous obtenons 60% et 78.31% de concepts 
généraux.  

4 Conclusion et Perspectives 
L’acquisition des connaissances est une tâche difficile et lourde au regard de la diversité langagière du 

Web. Dans cet article, nous nous sommes focalisés sur le processus d’extraction de concepts ontologiques 
guidée par le contexte. Ce contexte est modélisé par une hiérarchie contextuelle qui représente un contexte 
structurel. Nous avons également présenté les expérimentations faites sur les premiers niveaux de notre 
hiérarchie, à savoir sur les mots appartenant aux balises clefs et aux balises titre. Les résultats obtenus ont 
montré l’importance de la définition du contexte pour améliorer la sélection des co-occurrents 
sémantiquement proches, la pondération des termes, et par conséquent la pertinence des concepts extraits. 
Dans les travaux à venir, nous allons poursuivre nos expérimentations concernant les autres niveaux de la 
hiérarchie contextuelle et nous allons définir un contexte linguistique puis le combiner avec le contexte 
structurel afin d’améliorer la finesse de décomposition des clusters et de construire une hiérarchie de 
clusters. Convaincus que l’évaluation et la labellisation sont deux tâches indissociables, nous intégrons 
cette tâche et de façon incrémentale dans notre processus d’extraction. Nous envisageons de poursuivre 
notre réflexion par rapport à la découverte des relations et des instances.  
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RÉSUMÉ. L’objectif du travail présenté dans cet article est de limiter le nombre de variables explicatives à tester dans le cadre
d’études datamining. On présente une utilisation d’une variante de l’algorithme des K-means : les K-médioı̈des [KAU 90]. On
applique cet algorithme pour regrouper les modalités des variables explicatives qui nécessitent parfois la prise encompte d’une
contrainte de proximité. L’utilisation de cet algorithmepermet à l’analyste de tester un ensemble de variables et decroisements
de variables attendus par les responsables marketing.

MOTS-CĹES : datamining, modalités, classification, K-medioı̈des.

1. Contexte

La division recherche et développement de France Télécom a pour mission, entre autre, d’aider les services
marketing à mieux cibler leurs clients dans les actions de vente ou de fidélisation par exemple. Pour cela, les
statisticiens cherchent à exploiter le maximum d’informations disponibles au sein des bases de données clients. Au
cours de la phase de préparation de données du cycle datamining [CHA 00], on cherche à construire un maximum
de variables explicatives pour ensuite sélectionner les plus pertinentes utilisées dans la phase de modélisation.
Aujourd’hui, avec les capacités de stockage de données qui augmentent, ce nombre de variables est potentiellement
très important et peut vite devenir critique quand on commence à croiser les variables entre elles. C’est le cas dans
les études marketing où l’on souhaite par exemple tester la durée d’appels par destination (100 modalités) par
tranche horaire (24 modalités) par jour nommé (7 modalit´es). Ce seul croisement engendre100× 24× 7 = 16800
variables explicatives à tester. Or, les algorithmes d’apprentissage tels que les régressions, les arbres de décisions ou
les réseaux de neurones n’autorisent, en entrée, qu’un nombre limité de variables explicatives. L’objectif principal
du travail présenté dans cet article est de trouver une méthode statistique qui permet de réduire le nombre de
modalités d’une variable descriptive et ainsi permettre de tester un nombre plus raisonnable de variables, tout en
explorant l’ensemble de la base de données. On cherche à regrouper les modalités pour lesquelles on observe un
comportement semblable. Ce regroupement est réalisé de façon non supervisée, au cours de l’étape de préparation
de données, c’est-à-dire quel que soit l’objectif fixé dela modélisation. On présente ici une méthode pour le
regroupement ordonné de modalités, c’est-à-dire un regroupement pour des modalités ayant une contrainte de
proximité entre elles. La solution choisie est la classification de profils représentant chaque modalité de variables.
La méthode de classification est une variante de l’algorithme des k-moyennes [LLO 82, MAC 98].

Dans un premier temps, on présentera la construction des profils que l’on cherche à regrouper, puis on présentera
l’algorithme de classification utilisé et on terminera parune application de cet algorithme sur un extrait d’un jeu
de données contenant le nombre d’appels par tranche horaire. Le meilleur résultat obtenu est une classification en
4 groupes.
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2. Elémentsà regrouper

2.1. Construction des profils

Les modalités à regrouper sont représentées par des profils. Ceux-ci sont décrits par 5 points qui sont les
quintiles d’une variable caractérisante. Chacun de ces 5 points représente le pourcentage d’individus présents sur
le quintile. Dans le cadre des études marketing, la variable caractérisante choisie est le chiffre d’affaire total du
client. Cette variable est découpée en quintiles. Un profil est ensuite obtenu en calculant le pourcentage d’individus
par quintile possédant la modalité concernée. Les éléments à regrouper sont donc des profils de 5 valeurs.

On donne figure 1 les profils obtenus pour les tranches horaires (24 modalités).

FIG . 1. Profils normaliśes des 24 tranches horairesà regrouper

2.2. Contrainte de proximit́e

L’algorithme de regroupement que l’on présente dans cet article s’applique sur des variables pour lesquelles les
modalités sont contraintes. C’est le cas par exemple des tranches horaires pour lesquelles il existe une contrainte
de proximité entre chaque modalité : la tranche horaire de12 à 13 heures est proche des tranches horaires de 11
à 12 heures et de 13 à 14 heures. De plus, pour les services marketing, regrouper des éléments contigus constitue
une meilleure compréhension et une meilleure utilisationdes résultats. On souhaite donc pouvoir intervenir au
niveau de l’algorithme de classification pour contraindre certain regroupement. En effet, seules 2 tranches horaires
contigües peuvent être regroupées à chaque étape.

3. Algorithme utilis é

3.1. Présentation de l’algorithme

L’algorithme choisi est une variante des k-moyennes : les k-médioı̈des [KAU 90]. L’algorithme des k-moyennes
permet de faire l’apprentissage non-supervisé de classes. Il existe plusieurs versions de l’algorithme dans la
littérature, mais le principe est toujours le même. On doit d’abord assigner une classe aux éléments à regrou-
per et calculer la moyenne de chaque classe ainsi créée. Onassigne ensuite aux éléments la classe dont la moyenne
est la plus proche selon une mesure de distance (la distance choisie ici est la distance euclidienne carrée). On
continue jusqu’à ce qu’une itération ne provoque aucun changement dans la classification des données. Il existe
plusieurs méthodes pour évaluer la solution finale de cet algorithme. Une méthode simple consiste à comparer les
erreurs de reconstruction entre les classifications obtenues et à choisir la classification minimisant la somme des
distances intra-classes. Pour cela, on classe les objets eton somme leurs distances (euclidiennes) avec la moyenne
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de leur classe respective. Plus cette somme est faible plus les classes sont homogènes et meilleure est la classi-
fication. L’algorithme des k-médioı̈des a le même principe. La différence est que l’on attribue un élément à une
classe en prenant le minimum de distance entre cet élémentet un élément de la classe et non la moyenne des
éléments de cette classe. Pour le regroupement de modalités des variables à tester dans le cadre de notre étude,
les résultats les plus stables ont été obtenus avec l’algorithme des k-médioı̈des, en comparaison avec l’algorithme
des k-moyennes et la classification ascendante hiérarchique [BRE 84]. Pour prendre en compte la contrainte de
proximité, on interviendra directement sur l’algorithmede regroupement.

3.2. Détails de l’algorithme contraint

1èreétape : on choisit K objets aléatoirement parmi les n objets à classer.

2èmeétape : on cherche la plus petite distance entre chaque médioı̈de et ses 2 éléments contigus (distance
euclidienne). On agrège l’élément au médioı̈de. Voir illustration (figure 2).

FIG . 2. Sch́ema d’illustration de l’́etape 2 de l’algorithme

14 objets à regrouper. 4 médioı̈des
(en blanc). Les distances à calculer
et à comparer sont repérées par les
arcs de cercle

Ainsi de suite jusqu’à ce que tous les éléments soient agrégés à un médioı̈de.

3èmeétape : on choisit les nouveaux médioı̈des dans les classes formées après l’étape 2. Le nouveau médioı̈de
dans la classe est l’élément le plus proche (en distance) du centre de gravité de la classe.

4èmeétape : on réitère l’étape 2, jusqu’à stabilité des classes.

3.3. Choix du meilleur regroupement

Un tirage aléatoire étant effectué à la première étape de l’algorithme et le choix du nombre de classes se faisant a
priori, on réalise plusieurs regroupements à partir de tirages différents. Le nombre de classes finales est testé parmi
tous les résultats possibles : entre 1 et le nombre initial de modalités de la variable (24 dans le cas des tranches
horaires). Le critère pour le choix du meilleur regroupement est un rapport de variances : variance intraclasse sur

variance totale [SAP 90] :
Vintra
Vtotale

. La variance intraclasse pour une classe donnée est la somme des distances

euclidiennes des éléments de la classe au centre de gravité de la classe. La variance intraclasse totale est la somme
de toutes les variances intraclasse :Vintra = ΣjVj où Vj = Σei∈Ei

(ei − gj)
2 avecei un individu du nuage etgj

le centre de gravité du groupeEj . La variance totale est la somme des distances euclidiennesde tous les éléments
à classer au centre de gravité de tous les éléments :Vtotale= Σei∈H(ei − g)2 avecei un individu du nuage etg le
centre de gravité du nuage. Un premier critère pour choisir ensuite le meilleur regroupement est celui pour lequel

le rapport
Vintra
Vtotale

est juste inférieur à 0,5 : c’est le niveau à partir duquella variance intraclasse devient supérieure

à la variance interclasse, ce qui permet d’obtenir un résultat de classification satisfaisant. Un second critère peut
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ensuite être le nombre maximal de variables explicatives que l’on peut tester et dépend donc des données dont on
dispose. Ce nombre de variables explicatives peut nous permettre de choisir un regroupement donnant un rapport
de variances bien en dessous de 0,5 correspondant à une meilleure classification.

4. Application sur un jeu d’essai

Le cadre de notre travail est une étude marketing, nous disposons donc de données liées au trafic téléphonique.
Dans cette partie, nous allons donner les résultats de la classification des tranches horaires par l’algorithme des
K-médioı̈des contraint. Les profils à regrouper sont ceuxde la figure 1. On réalise la classification en 1-médioı̈de
jusqu’en 24-médioı̈des (nombre de modalités des tranches horaires). D’après la figure 3 et le critère du rapport des
variances, le meilleur regroupement est le résultat de la classification en 4-médioı̈des.

FIG . 3. Evolution du crit̀ere du rapport de variances pour les différentes classifications

Le regroupement en 4 classes minimisant le critère du rapport de variances et satisfaisant la contrainte de
proximité des modalités donne les 4 classes suivantes :

– Classe 1 : tranches horaires 1 à 3 (de minuit à 3 heures du matin).
– Classe 2 : tranches horaires 4 à 10 (de 3 heures à 10 heures).
– Classe 3 : tranches horaires 11 à 20 (de 10 heures à 20 heures).
– Classe 4 : tranches horaires 20 à 24 (de 20 heures à minuit).
Ce résultat permet de réduire le nombre de variables obtenues après croisement avec les tranches horaires.

En effet, on passe de 24 à 4 modalités. De plus, cet algorithme tient compte de la contrainte et offre au service
marketing des regroupement de tranches horaires ayant un sens : on obtient bien des plages horaires (intervalles de
tranches horaires) et non pas des regroupements de trancheshoraires non contigües, ce qui serait inexploitable du
côté marketing.

L’application d’un tel algorithme sur l’ensemble des modalités de variables, contraintes ou non, d’une base de
données autoriserait le test d’un maximum de croisements de variables. Cette phase de regroupement de modalités
associée ensuite à une sélection de variables permet d’obtenir les indicateurs les plus pertinents en vue d’un ciblage
ou d’une fidélisation plus efficace.
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RÉSUMÉ. La fabrication d’un stemma codicum est l’une des approches les plus rigoureuses de la critique textuelle. Elle exige
la reconstruction de l’histoire du texte en classifiant le corpus pour décider si un groupe de manuscrits est engendré par
un intermédiaire perdu. Pour classifier notre corpus, nous employons des méthodes de l’analyse textuelle informatisée, de
la reconstruction phylogénétique afin d’établir l’arbre de la filiation. Les techniques employées sont dédiées à un corpus de
manuscrits sanskrits avec toutes les spécificités de cette langue.

MOTS-CLÉS : Critique textuelle, arbre phylogénétique, sanskrit, distances intertextuelles, stemma codicum.

1. Introduction

Dans le cadre de l’édition critique de manuscrits anciens, un des problèmes consiste à trier les différentes
versions du texte (appelés témoins) afin d’essayer de reconstituer le manuscrit original avec le plus de fidélité.
L’analyse de ces différents témoins pour réaliser l’édition critique est un travail colossal et se fait en plusieurs
étapes dont l’une consiste à établir un arbre de filiation de ces manuscrits pour savoir lequel à été copié sur l’autre ;
c’est l’établissement du stemma codicum.

Le projet consiste à utiliser les méthodes de la phylogénétique de l’alignement de corpus et des distances
intertextuelles afin de proposer un arbre qui permette d’établir un premier classement automatique de manuscrits
sanskrits.

Ces manuscrits en sanskrit, relatifs à la « glose de Bénarès »(Kasikavritti), un texte fondamental de la tradition
grammaticale indienne, rajoutent d’autres difficultés du fait des particularités propres de langue sanskrite.

2. Méthodes philologiques d’établissement du stemma codicum

La plupart des méthodes philologiques utilisées pour la classification des témoins part du constat suivant, à
savoir que toutes les copies qui contiennent, aux mêmes endroits, les mêmes fautes, ont été faites les unes sur les
autres et donc dérivent toutes d’une copie où ces fautes existaient. Pour classer les témoins, on recourt donc à la
méthode de la comparaison des fautes appelées variantes et classées selon leur influence sur l’acte de copie qui
permettent de dresser sans trop de peine un arbre généalogique des manuscrits traités. Cette méthode inspirée par
Don Quentin [QUE 26] présente l’avantage de préparer le travail de l’édition critique car pour reconstituer le texte
le plus proche de l’original, on évalue laquelle des variantes convient le mieux.
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FIG. 1. Exemple de manuscrits sanskrits

Pour mieux cerner la difficulté du problème, imaginons une oeuvre dont on possède 150 exemplaires non
identiques ; que les variantes indépendantes de tel texte se comptent par milliers ; Combien d’années de travail
seraient nécessaires à un homme pour la réalisation d’une édition critique ?

L’importance des méthodes informatiques pour aider l’éditeur critique s’impose alors...

3. Les problèmes liés au sanskrit.

Le sanskrit est une des grandes langues de l’Asie pratiquée essentiellement en Inde. Son origine remonte à la
plus haute antiquité ; son usage, bien qu’en déclin, s’est poursuivi pendant l’ère chrétienne jusqu’à nos jours par
des érudits. On imagine difficilement les évolutions dans le temps et l’espace qu’a pu subir le vocabulaire et par
conséquent les manuscrits.

Le sanskrit possède un alphabet de 46 lettres ce qui oblige lors de sa translittération à faire correspondre
une lettre sanskrite à une séquence de lettres latines et complique par la même la comparaison des textes et la
reconnaissances des mots.

Le sanskrit est une langue qui s’écrit généralement sans espace entre les mots, ce qui complique encore les
comparaison au niveau des mots. Seul l’utilisation d’un texte lemmatisé comme lexique peut servir à la reconnais-
sance des mots. L’opération de lemmatisation d’un texte étant à ce jour trop coûteuse pour être étendue à tous les
manuscrits, elle n’est réalisée que sur l’un d’eux appelé Padapatha.

Pour compliquer davantage nos comparaisons, le sandhi est un phénomène désigne les modifications qui se
produisent à la rencontre de deux mots dans une phrase. En français le « à le »qui se transforme en « au »est une
sorte de sandhi.

Pour en finir avec les spécificités du sanskrit, les spécialistes dont Filliozat [FIL 41] parle de l’orthographe « vi-
cieuse mais traditionnelle des scribes »et d’autres spécialistes nous ont montré que les mots difficiles à comprendre
sont ceux où les manuscrits proposent une autre solution : preuve que loin de recopier sans comprendre, le scribe
a remplacé le mot qu’il ne comprenait pas...

4. Alignement et distances

Pour établir la distance entre les textes, différentes pratiques sont observées. Il convient tout d’abord de décider
de la segmentation qui peut être effectuée à plusieurs niveaux : les caractères, les syllabes, les mots, les lemmes, les
phrases, les paragraphes... Par expérience, plus la segmentation est riche en sens (des lemmes plutôt que des mots)
plus les informations sont pertinentes. Dans un premier temps, à cause des difficultés liées au sanskrit, nous nous
contenterons de 2 niveaux de base, les caractères et les mots. Afin de comparer ces derniers, nous avons recours à
des techniques d’alignement permettant de mettre en correspondance, par un traitement automatique, les portions
de textes qui sont similaires les unes des autres.

Les textes à comparer sont divisés en chapitres, paragraphes, et en séquence de caractères que j’appelle phrase.
Seul le premier chapitre est actuellement translittéré, les comparaisons vont donc s’effectuer facilement, paragraphe
par paragraphe car ils sont numérotés. Pour réaliser les comparaisons des phrases, un premier alignement de celle-

2
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ci paraı̂t nécessaire. Dans le cadre de l’alignement multilingue, la méthode de Gale et Church [GAL 91] nous
donne des résultats pertinents pour l’alignement de nos phrases, enlevant par la même les commentaires et les
phrases pas « comparables ».

La distance de Levenshtein [LEV 66] est couramment utilisée dans de nombreuses applications où il faut me-
surer la similarité entre deux séquences ici nos phrases. Elle permet de déterminer quelle est la longueur d’une
séquence minimale d’opérations pour transformer la première séquence en la seconde. Elle travaille donc au ni-
veau des caractères et a l’avantage de la simplicité

Au niveau des mots, l’usage d’indices tels que, parmi beaucoup d’autres, celui de Jaccard ou la connexion
lexicale de Muller [MUL 77] permet de calculer le rapport entre les mots qui sont communs aux deux textes et
ceux qui n’appartiennent qu’à l’un des deux. C’est une méthode similaire qui est utilisée en prenant en compte
les spécificités de nos manuscrits, à savoir que le seul lexique permettant la comparaison des mots est celui du
padapatha.

Une fois une matrice des distances obtenue, nous utilisons des algorithmes de reconstruction phylogénétique
pour inférer un arbre et tenter de proposer une racine, c’est à dire le manuscrit original (existant ou non).

5. Arbre phylogénétique

La phylogénie peut être considérée comme une représentation de l’histoire évolutive d’un ensemble d’espèces.
On choisit alors de représenter les relations qui existent entre elles sous forme d’un arbre phylogénétique (le plus
souvent binaire) comme l’a suggéré Buneman [BUN 71]

Le corpus est composée d’un nombre important de manuscrits (environ 120) et de grande taille. Les méthodes
choisies ne doivent pas avoir de complexité trop grande et ne s’appliquerons sans doute pas à la totalité du texte.
Pour cela, on utilise de préférence les méthodes basées sur les distances.

ADDTREE [SAT 77] et NJ [SAI 87] prolongées par la méthodes des groupements de Barthélemy et Luong
[BAR 88] [LUO 88] sont les méthodes les plus fréquemment utilisées pour l’inférence d’arbres phylogénétiques à
partir des dissimilarités et sont utilisés ici pour reconstruire l’arbre de la filiation Le principal problème constaté
dans les tentatives de « stemmatisation »est celui de l’orientation de l’arbre, c’est à dire la détermination soit
du manuscrit original, soit de la liste des parentés entre les manuscrits. Pour tenter de résoudre ce problème,
bien que ADDTREE et NJ proposent une racine par construction, nous allons calculer des « coefficients d’in-
termédiarité »entre 3 témoins. La difficulté provient essentiellement du fait que l’alignement multiple devient
NP-difficile à partir de 3. Nous avons alors eu recourt à l’utilisation d’heuristiques pour l’alignement multiple.

6. Résultats obtenus

Les algorithmes sont ensuite testés sur différents corpus afin de vérifier et expérimenter les différentes méthodes
mises au point. Pour les premiers tests, plusieurs corpus « fictifs »dont on connaı̂t le stemma ont été réalisés.
Chacun de ces corpus permet de mettre en évidence un problème particulier (ex : arbre déséquilibré par perte de
manuscrits dans une branche). Les méthodes se comportent en général très bien et l’expérimentation permet de les
affiner.

Pour ce qui nous concerne, l’ensemble des textes sanskrits déjà collectés (une cinquantaine) a été expérimenté ;
la seule preuve d’une convergence vers un arbre « intéressant »est que les différentes méthodes donnent des
résultats similaires sur différents corpus constitué avec les manuscrits. Ces premiers résultats sont confiés à des
« sanskritistes »pour une possible validation.

Enfin, des corpus déjà étudiés par des philologues qui ont établi l’arbre de filiation sont en cours de constitution
et vont être expérimenté prochainement pour voir si les méthodes étudiées sont correctes.

3
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FIG. 2. Exemple d’arbre de la filiation avec les manuscrits sanskrits

7. Conclusion et perspectives

On peut avant tout se demander si, après le nombre important d’opérations effectué sur le corpus, on classe
toujours les manuscrits et non pas les copistes ou autres phénomènes ?

Un autre problème est de déterminer au mieux la racine et pour cela il faut sûrement intégrer des informations
extérieures comme la paléographie et l’ecdotique comme étudiée à l’Ecole des chartes.

Une étude des règles de l’acte de copie peut permettre d’orienter le graphe et de développer des méthodes
d’intermédiarité entre les textes pour reconstruire le stemma. Cette étude peut aussi résoudre le problème de la
contamination des textes et choisir leur représentation par un arbre ou un graphe.

Enfin des connaissances supplémentaires sur le sanskrit peuvent être utilisées pour passer d’une analyse au
niveau des mots à une analyse au niveau des lemmes sans doute plus riche de sens.
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[BAR 88] BARTHÉLÉMY J. P., GUÉNOCHE A., Les Arbres et les Représentations des Proximités, Masson, 1988.

[BUN 71] BUNEMAN P., Filiations of Manuscripts Mathematics in Archaeological and Historical Sciences, Edinburgh
University Press, , 1971.

[FIL 41] FILLIOZAT J., Catalogue du fonds sanskrits, paris, adrien maisonneuve édition, 1941.
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RÉSUMÉ. The problem of assigningm point in then-dimensional real spaceIRn to k clusters is formu-
lated as that of determiningk centers inIRn such that the sum of distances of each point to the nearest
center is minimized. If If the1-norm is considered for the distance, then the problem can be formulated
in the form of minimizing a piecewise-linear concave function on a polyhedral set. A so-called DCA
method based on a DC (Difference of Convex functions) programming approach has been developed
for solving this problem. Preliminary numerical solutions on real-world databases show the efficiency
and the superiority of the appropriate DCA with respect to the standard K-means algorithm.

MOTS-CĹES :clustering problem, K-median problem, K-median algorithm, K-means algorithm, DC pro-
gramming, DCA, nonsmooth nonconvex programming, global optimization.

1 Introduction

Clustering is a fundamental problem in unsupervised learning which has many applica-
tions in various domains. In recent years, there has been significant interest in developing
clustering algorithms to the massive data sets ([1] - [14], [20] - [22], [26], [28], [31] - [34]
and reference therein). Two main approaches have been studied for clustering : the first one
is the statistical and machine learning based on learning mixture models (see e.g. [1], [2],
[22], [26]) and the second is the mathematical programming approach that considers clus-
tering as an optimization problem (see e.g. [3], [4], [20], [28], [32] - [34]). The general term
”clustering” covers many different types of problems. All consist of subdividing a data set
into groups of similar elements, but there are many measures of similarity, many ways of
measuring, and various concepts of subdivision.

An instance of the partitional clustering problem consists of a data setA :=
{
a1, ...am

}

of m points inIRn, a measured distance, and an integerk ; we are to choosek membersx`

(l = 1, ...k) (in A and/orIRn) as”centroid” (or ”median”) and assign each member ofA
to its closest centroid. The assignment distance of a pointa ∈ A is the distance froma to
the centroid to which it is assigned, and the objective function, which is to be minimized, is
the sum of assignment distances. If the centroids are not necessarily inA, then the problem
can be formulated as a unconstrained optimization problem. In the contrary case, we are
faced with a discrete optimization problem. In both cases, different objective functions cor-
responding to the distance metric being considered are possible. Two models widely studied
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in the literature are the cases where the points come from a real spaceIRn, and the assign-
ment distance of a point is defined as the squared Euclidean distance (2-norm), and/or the
1-norm. If the squared Euclidean distance is used and the centroids are not necessarily inA,
then the corresponding optimization problem can be expressed as (‖.‖ denotes the Euclidean
norm)

min

{
m∑

i=1

min
`=1,...,k

∥∥x` − ai
∥∥2

: x` ∈ IRn, ` = 1, . . . , k

}
. (1)

If the 1-norm is considered instead of the squared Euclidean distance, then the problem can
be written as

min

{
m∑

i=1

min
`=1,...,k

eT Di` : −Di` ≤ x` − ai ≤ Di`, Di`, x` ∈ IRn

}
, (2)

whereDi` ∈ IRn is a dummy variable that bounds the components of the differencex` − ai

ande ∈ IRn denotes the vector of ones. Both (1) and (2) are nonsmooth nonconvex programs
for which there are rarely efficient solution algorithms, especially in the large scale setting.

In this work we develope a new algorithm based on DC programming and DCA for
solving the clustering problem when the1-norm is used, namely Problem (2).

A general DC program is of the form

α := inf{f(x) := g(x) − h(x) : x ∈ Rn}, (3)

with g, h being lower semicontinuous proper convex functions onRn. It should be noted that
in (3) the convex constraint setC is incorporated in the convex DC componentg with the
help of its indicator functionχC (χC(x) := 0 if x ∈ C, +∞ otherwise). The dual of (3) is
the DC program

α := inf{h∗(y) − g∗(y) : y ∈ Rn},

whereg∗ is the conjugate function ofg :

g∗(y) := sup{〈x, y〉 − g(x) : x ∈ Rn}.

The DCA (see [15] - [19] and references therein) is an efficient method which has been suc-
cessfully applied to a lot of various large-scale nonconvex programs. It is a descent method
without linesearch, consisting of the construction of the two sequences{xk} and {yk},
(candidates for being primal and dual solutions, respectively), such that their corresponding
limit points x∞ andy∞ satisfy local optimality conditions.
Recall that the optimality conditions for DC programming are given by

(i) If x∗ is a local minimizer for (3) then

∅ 6= ∂h(x∗) ⊂ ∂g(x∗). (4)

where∂h(x∗) := {y∗ ∈ Rn : h(x) ≥ h(x∗) + 〈x− x∗, y∗〉 ∀x ∈ Rn} is the subdifferenrial
of h at x∗. Recall that∂h(x∗) is the extension of the derivative to nondifferentibale convex
function and each elementy∗ ∈ ∂h(x∗) is a subgradient ofh atx∗.

Its converse is true for some class of DC programs, in particular for polyhedral ones in
which the second DC componenth is a polyhedral convex function ([15], [16], [19])

(ii) x∗ is called a critical point ofg − h or for (3) if

∅ 6= ∂g(x∗) ∩ ∂h(x∗) (5)
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There are two forms of DCA : the simplified DCA (or simply DCA) and the complete
DCA ([16], [17],[19]). In practice the first is preferred to the latter because it is less expen-
sive.

DCA (DC Algorithm) ([15] - [19] and references therein

1. Letx1 ∈ Rn. Setk = 1 and letε1, ε2 be sufficiently small positive numbers.

2. Computeyk ∈ ∂h(xk).

3. Computexk+1 ∈ ∂g∗(yk), i.e.,xk+1 is a solution of the convex program

min{g(x)− 〈x, yk〉 : x ∈ Rn}.

4. If either
∥∥xk+1 − xk

∥∥ ≤ ε1 (
∥∥xk

∥∥ + 1) or
∣∣f(xk+1) − f(xk)

∣∣ ≤ ε2(
∣∣f(xk)

∣∣ + 1),
then stop andxk is the computed solution, otherwise, setk = k + 1 and go to Step 2.

According to the theory of DC programming, it is easy to show that the clustering prob-
lem (2) is a DC program. We can then use DCA for solving it.

2 Solving the clustering problem (2) by DCA

First we formulate Problem (2) as a DC program. Fir this we write (2) in the form




min
∑m

i=1 min
`=1,...,k

‖ yi` ‖1
s.t x` − yi` ≤ ai i = 1, . . . , m. ` = 1, . . . , k
−x` − yi` ≤ −ai i = 1, . . . , m. ` = 1, . . . , k.

Let Zi` = (x`, yi`) ∈ IR2n, C = (0n, en) ∈ IR2n, whereen = (1, . . . , 1) ∈ IRn, 0n =
(0, . . . , 0) ∈ IRn andi = 1, . . . , m ; ` = 1, . . . , k.

Let A =
(

en −en

−en −en

)
andbi =

(
ai

−ai

)
.

The problem (2) can be expressed as :




min
∑m

i=1 min
`=1,...,k

‖ Zi`C ‖1
s.t AZi` ≤ bi, i = 1, . . . , m. ` = 1, . . . , k

Zi` ∈ IR2n, i = 1, . . . , m. ` = 1, . . . , k

Let K := {Z ∈ IR2n·m·k| AZi` ≤ bi and i = 1, . . . , m. ` = 1, . . . , k}. We can
advantageously express (2) in the matrix spaceIR2n·m×k as follows :

(2)⇔ min {F (Z) := G(Z)−H(Z) : Z ∈ IR2n·m×k}, (6)

where the DC componentsG andH are given by

G(Z) = χK(Z) (7)

and H(Z) = −
m∑

i=1

min
`=1,...,k

‖ Zi`C ‖1 (8)
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whereχK denotes the indicator function onK, i.e.,χK(Z) = 1 if Z ∈ K, 0, otherwise.
In the matrix spaceIR2n·m×k, the DC program (6) then is minimizing the difference of
the simplest convex function and the nonsmooth convex one (8). This nice feature is very
convenient for applying DCA.

According to the previous section, determining the DCA scheme applied to (6) amounts
to computing the two sequences{Z(p)} and{T (p)} in IR2n·m×k such that

T (p) ∈ ∂H(Z(p)), Z(p+1) ∈ ∂G∗(T (p)).

Z(p+1) ∈ ∂G∗(T (p)) := arg min{G(Z)− 〈Z, T p〉 : Z ∈ IR2ncdotm×k}. (9)

We shall present below the computation of∂H(Z).

2.1 Calculation of ∂H(Z)

The probem (8) can be write as :

H(Z) = −
m∑

i=1

min
`=1,...,k

‖ Zi`C ‖1 =
m∑

i=1

max
`=1,...,k

− ‖ Zi`C ‖1

for i = 1, . . . , m Hi(Z) = max
`=1,...,k

Hi`(Z) where Hi`(Z) := − ‖ Zi`C ‖1 .

Let Ii(Z) := {` = 1, . . . , k : Hi`(Z) = Hi(Z)}. Then we have ([12]) :

∂Hi(Z) = co{∪`∈Ii(Z)∂Hi`(Z)}, (10)

whereco stands for the convex hull. LetTi` ∈ ∂Hi`(Z) then :

Ti` :=
−Zi`C

‖ Zi`C ‖1
if Zi` 6= 0 ,0 otherwise. (11)

We can choose the particular subgradient ofHi.

Ti ∈ ∂Hi(Z)⇔ Ti = Ti` with ` ∈ Ii(Z) (12)

The calculation of∂H(X) is then immediate from the relations (10), (12) and

∂H(Z) =
m∑

i=1

∂Hi(Z). (13)

Hence, according to (10) and (13) we get the followingsimpler matrix formula for computing
∂H :

T ∈ ∂H(Z)⇔ T =
m∑

i=1

Ti with Ti ∈ ∂Hi(Z) for i = 1, ..., k, (14)

and the correspondingT ∈ ∂H(Z) is defined by

T =
m∑

i=1

Ti` with ` ∈ Ii(Z). (15)

3 Description of DCA to solve the problem (2)

We are now in a position to describe the DCA for solving problem(2) via the DC decom-
position (6).

4
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3.1 Algorithm

Let ε > 0 be small enough andZ0 be given. Setp← 0 ; er ← 1.
while er > ε do
ComputeT p ∈ ∂H(Zp). via (15).
Solve the linear program :min{−〈Z, T p〉|Z ∈ K} to obtainZp+1.
er ←‖ Zp+1 − Zp ‖
p← p + 1.
endwhile.

4 Numerical experiments

We have coded the algorithm in C++, and run on a Pentium2.930GHz of 1024 DDRAM.
To solve the linear Programming, we used the software CPLEX. Our code are tested on the
real data sets given in [4], [7], [32], [33], [34].

In Table 1 we present the comparative numerical results provided by our algorithm and
K-means which is available on the web site : http ://www.fas.umonteral.ca/biol/legendre/.

Problems DCA K-means
ADN 94.52 81.19
IRIS 99.33 97.82
GENE 91.55 80.00
GLASS 82.78 72.62
LENSES 91.01 68.22
LYMPHO 89.41 54.88
PAPILLON 100.00 82.77
PIMAR 91.04 85.66
TITANIC 97.89 90.25
VOTE 98.34 86.05
WINE 91.61 84.87

Average 93.40 80.39

TAB. 1. Clustering accuracy (%) achived by each algorithm

Conclusion

We have proposed a new approach for assigning points to clusters based on DC pro-
gramming and DCA, for solving clustering problems. They have been formulated clustering
problem using norm1 as DC programs in the suitable matrix space in order that DCA be eas-
ily computed. It turns out to be a quite simple algorithm which requires only matrix-vector
products and solving a linear programming using CPLEX. Preliminary numerical simula-
tions on ten real- world database show the robustness, the efficiency and the superiority of
DCA with respect to the k-Mean Algorithm in both running time and quality of solutions.
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RÉSUMÉ. Le problème de la classification (clustering) de données est identifié comme une des problèmatiques majeures en
extraction des connaissances à partir de données. Dans cet article, nous nous intéressons à Fuzzy C-Means (FCM), une
technique très connue parmi les techniques de Fuzzy Clustering. Nous adaptons une approche basée sur la programmation
DC (Différence de Convexe) et DCA (DC Algorithme) pour résoudre ce problème. Les simulations numériques que nous avons
réalisées montrent la qualité des solutions obtenues par notre algorithme, sa robustesse et sa performance par rapport aux
méthodes existantes.

MOTS-CLÉS : Programmation DC, DCA, Classification floue, FCM.

1. Introduction

Le problème de la classification automatique (clustering) est considéré comme une des problèmatiques ma-
jeures en extraction des connaissances à partir de données. La classification implique la tâche de classer des points
dans les classes homogènes de telle sorte que les points dans la même classe soient aussi semblables que possible et
les points dans différentes classes soient aussi différentes que possible. De nombreux sous-problèmes ont été iden-
tifiés, comme par exemple la sélection des données ou des descripteurs, la variété des espaces de représentation,
la nécessité de découvrir des concepts, d’obtenir une hiérarchie, etc. La popularité, la complexité et toutes ces
variantes du problème de la classification ont donné naissance à une multitude de méthodes de résolution.

Parmi les techniques de classification, on peut distinguer les méthodes de classification dure et floue (fuzzy).
Dans le premier cas, chaque point est classé dans une et une seule classe. Dans le deuxième cas, à chaque point
est associée une probabilité d’appartenance à une classe donnée. Cette approche a été appliquée avec succès dans
plusieurs problèmes (diagnostic médical [3], classification de textes [4], est de plus en plus utilisé dans le domaine
du datamining.

Dans cet article, nous nous intéressons à Fuzzy C-Means (FCM), une technique très connue parmi les tech-
niques de Fuzzy Clustering. Nous adaptons une approche basée sur la programmation DC (Différence de Convexe)
et DCA (DC Algorithme) pour résoudre ce problème. Le papier est organisé de la façon suivante. Dans la deuxième
partie, nous allons introduire la formulation du problème FCM, ce qui en fait un problème d’optimisation. En suite,
nous mettons en évidence la résolution du problème par une méthode basée sur la programmation DC. Dans la
dernière partie, nous montrerons quelques résultats numériques pour comparer la performance de notre algorithme
avec K-means, une méthode classique en classeing.
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2. Fomulation du problème FCM

On note X = {x1, x2, ..., xn}, l’ensemble de n points à classer. Chaque point xi est un vecteur dans l’espace
IRp. Nous avons à classer ces n points dans c classes différents. Nous définissons une matrice de pondération U de
taille (c, n) où chaque élément ui,k définit le degré d’appartenance d’un point xk à la classe ci. Nous avons donc :

ui,k ∈ [0, 1] for i=1..c, k=1..n ;
c∑

i=1

ui,k = 1 k=1..n. (1)

Une partition de n points donnés dans c classes n’est rien d’autre que chercher la matrice de pondération corres-
pondante. Nous définissons la fonction objectif de FCM comme suit :

Jm(U, V ) =
n∑

k=1

c∑

i=1

um
i,k||xk − vi||2 (2)

où V est un matrice de taille (c,p) dont chaque ligne vi correspond au centre de la classe ci. Finalement le problème
FCM peut être formulé par le problème d’optimitation suivant :

(P )





min Jm(U, V )
s.t ui,k ∈ [0, 1] for i=1..c, k=1..n

c∑
i=1

ui,k = 1 k=1..n
(3)

3. Programmation DC - DCA pour résoudre le problème

Avant de passer à la résolution du problème, nous allons introdure les principes de la programmation DC et
DCA.

3.1. Introduction à la programmation DC - DCA

La programmation DC joue un rôle central en optimisation non convexe et optimisation globale car la quasi
totalité des problèmes d’optimisation de la vie courante est de nature DC. Elle connaı̂t des développements specta-
culaires au cours de cette dernière décennie. DCA est une méthode de descente (primale-duale) pour la résolution
d’un programme DC, qui est la minimisation d’une fonction DC de la forme (les contraintes convexes peuvent être
incorporées à la fonction objectif à l’aide de la fonction indicatrice) :

α := inf{f(x) := g(x)− h(x) : x ∈ IRn}, (4)

où g, h sont les fonctions convexes semi-continues et propres sur IRn. Une telle fonction f est appelée fonction
DC et les fonctions convexes g et h, composantes DC de f. Une fonction DC admet une infinité de décomposition
DC. La dualité DC est définie via la conjugaison de fonction convexe ( la conjuguée de g, notée g∗ : g∗(y) :=
sup{〈x, y〉 − g(x) : x ∈ IRn} et le programme dual de (4) est donné par

α := inf{h∗(y)− g∗(y) : y ∈ IRn}, (5)

(l’espace dual de IRn est identifié à lui-même). On rappelle la relation suivante (transport des solutions optimales
globales en programmation DC) entre l’ensemble des solutions optimales P de (4) et celui de (5) noté D ([6] −
[5])

∪{∂h(x∗) : x∗ ∈ P} ⊂ D et ∪ {∂g∗(y∗) : y∗ ∈ D} ⊂ P (6)

où les inclusions deviennent égalités sous des hypothèses techniques.

2
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En analyse convexe, ∂h(x0) := {y ∈ IRn : h(x) ≥ h(x0) + 〈x − x0, y〉, ∀x ∈ IRn} est appelé le sous-
différentiel de h au point x0. Tout élément de ∂h(x0) est appelé gradient de h en x0. Le sous-différentiel ∂h(x0)
est une partie convexe fermée qui coincide avec le gradient ∇h(x0) si et seulement h est différentiable en x0. La
relation (6) indique que la résolution d’un programme DC implique celle de son dual.

Basé sur les conditions d’optimalité locale et la dualité DC, DCA consiste en la construction de deux suites
{xk} et {yk}, candidats respectifs aux solutions des problèmes primal et dual que l’on améliore à chaque itération
(les deux suites {g(xk) − h(xk)} et {h∗(yk) − g∗(yk)} sont décroissantes) et qui convergent vers des solutions
primale et duale x∗ et y∗verifiant des conditions d’optimalité locale et

x∗ ∈ ∂g∗(y∗), y∗ ∈ ∂h(x∗). (7)

Cette relation (7) implique que x∗ est une solution optimale du programme convexe

inf{f(x) + h(x)− [h(x∗) + 〈x− x∗〉] : x ∈ IRn} (8)

Le schéma général de DCA prend la forme :

yk ∈ ∂h(xk); xk+1 ∈ ∂g∗(yk). (9)

La première interprétation de DCA est simple : à chaque itération on remplace dans le programme DC primal
la deuxième composante DC h par sa minorante affine hk(x) := h(xk) + 〈x − xk, yk〉 au voisinage de xk pour
obtenir le programme convexe suivant

inf{g(x)− hk(x) : x ∈ IRn} (10)

dont l’ensemble des solutions optimales n’est autre que ∂g∗(yk).

De manière analogue, la deuxième composante DC g∗ du programme DC dual (5) est remplacée par sa mi-
norante affine (g∗)k(y) := g∗(yk) + 〈y − yk, xk+1〉 au voisinage de yk pour donner naissance au programme
convexe.

inf{h∗(y)− (g∗)k(y) : y ∈ IRn} (11)

dont ∂h(xk+1) est l’ensemble des solutions optimales. DCA opère ainsi une double linéarisation à l’aide des sous-
gradients de h et g∗. Il est à noter que DCA travaille avec les composantes DC g et h et non pas avec la fonction f
elle-même. Chaque décomposition DC de f donne naissance à un DCA. Pour un programme DC donné, la question
de décomposition DC optimale reste ouverte, en pratique on cherche des décompositions DC bien adaptées à la
structure spécifique du programme DC étudié pour lesquelles les suites {xk} et {yk} sont faciles à calculer, si
possible explicites pour que les DCA correspondants soient moins coûteux en temps et par conséquent capables de
supporter de très grandes dimensions.

3.2. Résolution du problème

Le premier pas est de décomposer la fonction objectif du problème. En appliquant la formule : 2f1f2 = (f1 +
f2)2 − (f2

1 + f2
2 ), nous obtenons :

Jm(U, V ) =
n∑

k=1

c∑
i=1

um
i,k‖xk − vi‖2 = 1

2

n∑
k=1

c∑
i=1

(um
i,k + ‖xk − vi‖2)2 − 1

2 ((u2m
i,k + ‖xk − vi‖4)

= G(U, V )−H(U, V )

avec

G(U, V ) =
1
2

n∑

k=1

c∑

i=1

(um
i,k + ‖xk − vi‖2)2 + χK(U, V ); H(U, V ) =

1
2

n∑

k=1

c∑

i=1

((u2m
i,k + ‖xk − vi‖4)

Théorème : h(x) = f(x)p est convexe pour p > 1 si f est convexe non négative.

Utilisant ce théorème, nous pouvons démontrer facilement que G(U,V) et H(U,V) sont convexes. Nous avons
donc une décomposition DC du problème. Nous sommes en face maintenant au calcul du ∂H(U l, V l) et ∂G∗(Y l, Zl).
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Calcul de (Y l, Zl) ∈ ∂H(U l, V l)

∂H(U, V ) = (∂UH(U, V ), ∂V H(U, V ))

= (mU2m−1, 2 ∗
n∑

k=1

(‖xk − vi‖2(vi − xk))i=1..c)
(12)

Calcul de (U l+1, V l+1) ∈ ∂G∗(Y l, Zl)

Rappelons que (U l+1, V l+1) ∈ ∂G∗(Y l, Zl) si et seulement si (U l+1, V l+1) est une solution du problème
convexe suivant : 




min G(U, V )− 〈
(U, V ), (Y l, Zl)

〉

ui,k ∈ [0, 1] for i=1..c, k=1..n
c∑

i=1

ui,k = 1 k=1..n
(13)

La solution du problème (13) peut être donnée par la méthode Gradient Projeté.

3.2.1. Schéma DCA

Initialisation : Choisir U0 ∈ IRc,p et V 0 ∈ IRc,n, une tolérance ε > 0.
Répeter l = 0, 1, 2, ...
- Calculer (Y l, Zl) ∈ ∂H(U l, V l) à l’aide de (12)
- Calculer (U l+1, V l+1) ∈ ∂G∗(Y l, Zl) en utilisant la méthode Gradient Projeté
Jusqu’à ‖(U l+1, V l+1)− (U l, V l)‖ ≤ ε(‖(U l+1, V l+1)‖)
Construction des classes Soient (U∗, V ∗) la solution calculée par DCA. Le point xi appartient à la classe cj

telque uij = max ui,k, k = 1..c

4. Expériences numériques

Pour comparer la performance de notre algorithme, nous avons réalisé les tests numériques de la façon suivante.
Deux ensembles de jeux de tests sont choisis : les jeux de tests sur des données réelles (Table 1) et le jeux de tests
générés aléatoirement (Table 2). Pour les données réelles, nous avons choisi 4 exemples très connus et beaucoup
utilisés dans le domaine de classification pour l’évaluation des algorithmes :

– IRIS : 150 objets sont classées dans 3 classes différentes.
– VOTE : Congressional Votes dataset (Congressional Quarterly Almanac, 98th Congress, 2nd session 1984,

Volume XL : Congressional Quarterly Inc. Washington, D.C., 1985).
– GENE : L’ensemble de gènes récupérées sur (http ://faculty.washington.edu/kayee/cluster/)
– ADN : L’ensemble de 3186 gènes, chaque gène est présentée par une séquence de 60 éléments (ftp ://gen-

bank.bio.net)
La méthode K-means (avec la métrique du Chi2, pour les données VOTE et ADN) est choisie pour comparer avec
notre méthode et la fonction de comparaison est la fonction coût :

n∑

k=1

min
i=1..c

‖xk − v∗i ‖2 (14)

où v∗i sont les centres des classes.

5. Conclusion

Nous avons présenté la formulation du problème de FCM dans le cadre de la programmation DC et le DCA
pour sa résultion. Les simulations numériques que nous avons réalisées sur des données réelles et des données
synthétiques montrent la qualité des solutions obtenues par DCA, sa robustesse et sa performance par rapport aux
méthodes existantes.
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Data DCA-Fuzzy K-means
Name n p c Cost Noit Time POMC Cost Noit Time POMC
IRIS 150 4 3 202.12 4 0.11 3 289.39 4 0.81 8

VOTE 435 2 2 2032.46 4 0.03 11 2307.46 4 0.03 18
GENE 384 17 5 53316x104 15 0.80 15 61303x104 25 0.73 32
ADN 3186 60 3 4601x102 8 2.00 8 4686x102 15 1.95 21

POMC = Pourcentage de points mal-classés

Data DCA-Fuzzy K-means
n p c Cost Noit Time Cost Noit Time

100 2 5 298 4 0.002 313 8 0.005
500 2 8 304 10 0.022 331 12 0.030

1000 8 10 180 5 0.023 202 5 0.030
2000 3 20 1973 5 0.051 2098 5 0.050
5000 20 6 18641 19 1.10 19665 28 1.20
10000 20 10 42291 29 1.99 44031 62 6.20
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RÉSUMÉ. Soit D  = (D1, D2,…, Dk) un profil de classifications sur un ensemble E, que l'on veut agréger en une
classification unique D. Les classifications considérées ici sont des ensembles de classes deux à deux incomparables
pour l'inclusion. Pour un entier p compris entre 1 et k, on définit un consensus par groupements fréquents en
considérant les classes maximales incluses dans des éléments d'au moins p des Di. On étudie les propriétés de cette
règle de consensus et on la caractérise en termes d'emboîtements.

MOTS-CLÉS : Classe, Consensus, Emboîtement, Famille de Sperner, Implication, Motif fréquent.

1 Introduction

Soit E un ensemble fini, et R ⊆  (P(S))2 une relation binaire sur l'ensemble des parties de E. Dans des
articles et communications antérieurs [DOM 04b, LEC 04, LEC 05], nous avons montré l'unicité d'une
classification M (sous la forme d'une famille de Moore) vérifiant par rapport à R  deux conditions
remontant à Adams [ADA 86] ; ces conditions garantissent, en un sens, que la relation d'emboîtement
(voir la section 5 ci-dessous) de M s'ajuste bien à R. Il se pose alors un problème d'existence, car si le
consensus d'Adams réalise bien un tel ajustement dans le cas des hiérarchies, il est facile de trouver des
relations R pour lesquelles on aboutit à une impossibilité. Dans la communication présentée l'an dernier
aux journées de Montréal, nous avons mis en évidence des situations de consensus par emboîtements où,
non seulement la classification M  existe, mais de plus son obtention est proche de celle des "motifs
fréquents" pour la recherche de règles d'association en fouille des données. L'objet de cet exposé est de
systématiser cette observation dans un cadre suffisamment général.

2 Définitions

On considère ici des classifications (non hiérarchiques) consistant en un ensemble D de parties (classes)
d'un ensemble donné E à n éléments. La classification D est de plus supposée être une famille de Sperner
propre, c'est-à-dire que ses classes sont deux à deux incomparables pour l'inclusion, avec D ≠ {E}. C'est
un recouvrement de E si l'union de ses classes est E et une partition de E si, de plus, ses classes sont deux
à deux disjointes. Nous notons S l'ensemble des familles de Sperner propres sur E. Pour toute partie A de
E, nous disons que A est un groupement de D s'il existe au moins une classe C de D contenant A.
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Soit un profil D = (D1, D2,…, Dk) de telles classifications que nous cherchons à agréger en une seule
famille de Sperner D. Posons K = {1, 2,…, k}. Nous associons au profil D un indice de groupement gD
sur l'ensemble P(E) des parties de E, en posant, pour toute partie A de E,

gD(A) = #{i ∈ K : A ⊆ C pour au moins une classe C de Di}.

Le nombre gD(A) est donc celui des classifications de D dont A constitue un groupement.

Nous associons une fonction de consensus Fp : Sk →  S à l'indice gD et à un entier p   ∈ K. Nous disons
qu'une partie A de E est un groupement p-fréquent si gD(A) ≥ p, et nous définissons le consensus par
groupements p–fréquents de D , Fp(D) comme étant la famille de Sperner des groupements p-fréquents
maximaux. Notons que Fk(D) est l'ensemble des parties C non vides de E de la forme C = ∩1≤i≤k Ci, avec
Ci ∈ D i pour tout i  ∈  K, et maximales avec cette propriété. Ainsi, si D est un profil de partitions, on
retrouve le croisement des partitions de D. De son côté, F1(D) contient ceux des éléments de ∪1≤i≤k D i
qui sont maximaux pour l'inclusion.

Bien qu'assez naturels, de tels groupements fréquents semblent avoir été assez peu étudiés (avec
l'exception notable des "formes fortes" de Diday [DID 71]).

3 Obtention

La présentation d'un algorithme n'entre pas dans les objectifs de cet exposé. On observe simplement que
les groupements fréquents généralisent les motifs fréquents recherchés pour l'extraction de règles en
fouille de données : les motifs fréquents correspondent au cas où chacune des familles Di est réduite à une
seule classe Ci. Certains des nombreux algorithmes qui ont été proposés dans la littérature pour l'obtention
des motifs fréquents sont directement généralisables au problème ci-dessus. Ainsi l'algorithme
"prototypal" Apriori (Agrawal et Srikant 1994) procède par exploration arborescente de P(E), l'élagage de
nombreuses branches permettant l'examen de données de grande taille. Cet élagage correspond à la
sélection de "motifs" potentiellement fréquents. Ensuite, pour un tel motif B, on parcourt la base de
données D pour déterminer si le nombre de ses éléments contenant B atteint ou non l'entier p. L'adaptation
aux groupements fréquents décrits ci-dessus est immédiate : on parcourt de même les familles Di à tour de
rôle, en passant à la famille Di+1 dès que l'on a trouvé dans Di une classe contenant B.

De nombreux algorithmes ont suivi Apriori, dont ils sont souvent des améliorations (cf., e.g., [HIP 00],
[BEN 04]). Leur adaptation aux groupements fréquents doit être examinée au cas par cas.

4 Quelques propriétés

Nous donnons ici quelques propriétés de la fonction d'agrégation Fp. Nous avons déjà vu que Fp est une
fonction de Sk dans S, qui associe la famille de Sperner Fp(D) à tout profil D de familles de Sperner. On
montre facilement que, de plus :

- si les Di sont tous des recouvrements de E, alors Fp(D) est un recouvrement de E,

- si les Di sont tous des ensembles d'intervalles d'un ordre total fixé L sur E, alors Fp(D) est un ensemble
d'intervalles de L,

- si les Di sont tous des partitions de E, et si p = k, alors Fp(D) est une partition de E.

En revanche, pour p < k , Fp(D) n'est pas toujours une partition lorsque D  est un profil de partitions.
Prenons par exemple E = {a, b, c, d}, k ≥ 3, et un profil D de partitions, dont k-2 égales à {{a, b, c}, {d}},
les deux autres étant {{a, b}, {c}, {d}} et {{a}, {b, c}, {d}}. On obtient Fk-1(D) = {{a, b}, {b, c}, {d}},
qui n'est pas une partition.
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Observons que le fait qu'une partie A est ou non un groupement de Fp(D) ne dépend que de la valeur de
l'indice gD(A), et est donc indépendant des éléments ou parties de E\A. On en déduit que la fonction
d'agrégation Fp vérifie les deux propriétés suivantes, de type "arrowien" (cf., e.g., [DAY 03]), la seconde
étant particulièrement forte.

Unanimité pour les groupements :

[A ⊆ E et gD(A) = k] ⇒ [A est un groupement de Fp(D)]

Neutre-monotonie pour les groupements :

[D, D' ∈ Sk, A, A' ⊆ E et gD(A) ≤ gD'(A')] ⇒ [A est un groupement de Fp(D) ⇒ A' est un groupement de Fp(D')]

On montre facilement que la réunion de ces deux propriétés constitue une caractérisation des fonctions Fp.
Nous donnons aussi ci-dessous une caractérisation de ces fonctions d'un tout autre type.

5 Une caractérisation en termes d'emboîtements

A une famille D de parties de E, on associe (classiquement) une relation binaire d'implication, et aussi une
relation d'emboîtement.

• La relation d'implication I  sur P(E) associée à D  correspond à l'idée que la partie B  est
systématiquement associée à la partie A dans D, en ce sens que A implique B (ce qui est noté A → B,
ou (A, B) ∈ I, ou A I B – on parle aussi de dépendance fonctionnelle ou de règle d'association) si toute
classe de D contenant A contient aussi B (cf. Caspard et Monjardet [CAS 03] pour des résultats et
références sur ces implications).

• La relation d'emboîtement Œ sur P(E) associée à D correspond à l'idée que la partie B est plus générale
que la partie A par rapport à D, en ce sens que A est emboîtée dans B (ce qui est noté (A, B) ∈ Œ, ou A
Œ B) si A  ⊂ B (inclusion stricte) et s'il existe une classe de D contenant A et ne contenant pas B (cf.
[DOM 04a] sur ces emboîtements).

Les relations I et Œ se déduisent l'une de l'autre ; par exemple, on a Œ = {(A, B) ∈ P(E)2 : A ⊂ B et (A, B)
∉ I}. S'il est plus commode d'énoncer le théorème suivant sous forme d'emboîtements, il a donc une
contrepartie en termes d'implications. Dans la suite, nous notons Œi la relation d'emboîtement associée à
la classification Di, et, pour p  ∈  K, Œ (p) = ∪ J⊆K , |J|≥p ∩ i∈J Œ i est l'ensemble des couples (A, B ) ∈
(P(E))2 qui appartiennent à au moins p des Œi (notons que Œ(p) n'est pas nécessairement une relation
d'emboîtement)

Théorème. Soit D  = (D1, D2,…, Dk) ∈ Sk un profil de familles de Sperner propres sur E. Alors, pour
tout p ∈ K, la famille D = Fp(D) est l'unique famille de Sperner sur E vérifiant les deux conditions :

1. pour tout C ∈ D, (C, E) ∈ Œ(p),

2. Œ(p) ⊆ Œ.

Preuve. Montrons que Fp(D) vérifie les conditions 1 et 2. Par définition, il existe pour toute classe C de D
une partie J de K, de cardinal au moins p, telle que C ⊆ Ci ∈ Di pour tout i ∈ J. Ceci entraîne (C, E) ∈ Œi
pour tout i ∈ J, d'où (C, E) ∈ Œ(p). La fonction Fp satisfait donc la condition 1.

Soient A, B ⊆ E tels que l'on a (A, B) ∈ Œ(p). On a donc A ⊂ B et il existe une partie J de K de cardinal au
moins p telle que, pour tout i ∈ J, on a une classe Ci de Di avec A ⊆ Ci et B /⊆ Ci. Prenons J telle que C =
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∩i∈J Ci est maximale avec ces propriétés, ce qui entraîne C ∈ Fp(D). On a alors A ⊆ C et B /⊆ C, d'où (A,
B) ∈ Œ, ce qui correspond à la propriété 2.

Il reste à montrer l'unicité. Celle-ci découle de travaux antérieurs qui ne sont pas détaillés ici. On observe
qu'à une famille de Sperner D correspond une unique famille de Moore M (on obtient M en faisant toutes
les intersections possibles d'éléments de D et en ajoutant la classe E). Par construction, D et M ont les
mêmes relations d'implication et d'emboîtement. On utilise alors les résultats portant sur l'unicité d'une
famille de Moore vérifiant 1. et 2. qui ont été donnés dans [DOM 04b] et [LEC 04].

6 Conclusion

Nous avons défini une famille de règles de consensus par groupements fréquents s'appliquant à tout profil
D  = (D1, D2,…, Dk) de familles de Sperner propres, et nous avons caractérisé ces règles. Il reste à
généraliser ces résultats en les étendant à des modèles de classification plus généraux.
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RÉSUMÉ. La technologie des biopuces permet de mesurer les niveaux d’expression de milliers de gènes dans 
différentes conditions biologiques générant ainsi des masses de données à analyser. De nos jours, l’interprétation de 
ces volumineux jeux de donnés à la lumière des différentes sources d’informations est l’un des principaux défis dans 
la bio-informatique. Nous avons développé une nouvelle méthode appelée AGGC (Analyse des Groupes de Gènes 
Co-exprimés) qui permet de constituer de manière automatique des groupes de gènes à la fois fonctionnellement 
riches, i.e. qui partagent les mêmes annotations fonctionnelles, et co-exprimés. AGGC intègre l’information issue 
des biopuces, i.e. les profils d’expression des gènes, avec les annotations fonctionnelles des gènes obtenues à partir 
des sources d’informations génomiques comme Gene Ontology. Les expérimentations menées avec cette méthode ont 
permis de mettre en évidence les principaux groupes de gènes fonctionnellement riches et co-exprimés dans des 
expériences de biopuces1. 

MOTS-CLÉS : biopuces, ontologie, co-expression, gène et annotation. 

 

1 Introduction 

L'analyse de données de biopuces en utilisant les diverses sources d’informations génomiques, 

continuellement alimentées par des volumes croissants de données, représente un challenge important. Ces 

sources d'informations sont sémantiques (taxonomies, thésaurus et ontologies), littéraires et 

bibliographiques (articles, librairies en ligne, etc.), et constituées de bases de données d’expériences et de 

nomenclatures. L’un des défis majeurs actuels dans ce domaine est l'intégration automatique des 

connaissances biologiques issues des sources d’informations mentionnées ci-dessus avec les données 

d’expression de gènes [ATT 01]. Un premier bilan des méthodes développées pour répondre à ce défi a 

été fait par Chuaqui [CHU 02].  

Nous ciblons ici l’enrichissement de deux axes de recherche récemment développés, séquentiel et a priori,  
qui exploitent de multiples sources d’annotations telles que Gene Ontology (GO)2. Ces annotations sont 
des informations fonctionnelles, relationnelles et syntaxiques sur les gènes. 

Dans l’axe séquentiel, partant des clusters de gènes co-exprimés (groupes de gènes qui ont un profil 

d’expression similaire), des sous-ensembles de gènes co-annotés (partageant la même annotation) sont 

détectés. Ensuite, la significativité statistique de ces sous-ensembles de gènes co-annotés est testée. Parmi 

les méthodes dans cet axe citons Onto Express [DRA 03], EASE [HOS 03] et THEA [PAS 04]. 

Dans l’axe a priori, partant des groupes fonctionnellement riches (GFR), i.e. des groupes de gènes co-

annotés, l’information contenue dans les profils d’expression est intégrée. La significativité statistique des 

                                                   
1  Informations supplémentaires et programme exécutable AGGC : http://www.i3s.unice.fr/~rmartine/AGGC 
2
  Ontologie d'annotation de gènes Gene Ontology project : http://www.geneontology.org/ 
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GFR est ensuite testée en utilisant un test basé sur un score enrichi [MOO 03], un test issu d’un z-score 

[KIM 05] ou un test basé sur une pc-value (distribution hypergéométrique) [BRE 04]. 

Notre approche, appelée AGGC (Analyse des Groupes de Gènes Co-exprimés), est inspirée de l’axe a 

priori : les GFR sont d'abord formés à partir de la GO est une fonction qui synthétise l’information 

contenue dans les données d’expression est appliquée afin d'obtenir une liste ordonnée de gènes [BRE 04]. 

Dans cette liste, les gènes sont triés par variabilité d'expression décroissante. La significativité statistique 

des GFR obtenus est alors testée à l'aide d'une preuve d'hypothèse de manière similaire à Onto express 
[DRA 03]. Finalement, nous obtenons des GFR co-exprimés et statistiquement significatifs. La méthode 

AGGC est une extension de la méthode IGA permettant d'obtenir tous les sous-ensembles possibles de 

GFR de gènes co-exprimés, sans se limiter au GFR constitué des gènes les plus exprimés. 

Cet article est organisé de la manière suivante : dans la section 2 nous décrivons les données de validation 

ainsi que les outils utilisés ; l'algorithme AGGC est décrit dans la section 3 ; les résultats obtenus sont 

présentés dans la section 4 ; la section 5 conclu l'article. 

2 Données et Méthodes 

2.1 Jeux de données et prétraitement 
Afin d'évaluer notre approche, l'algorithme AGGC a été appliqué à des jeux de donnés dérivés de celui de 

DeRisi [DER 97] qui est l'un des plus étudiés dans ce domaine. Ce jeu mesure la variation d'expression 

des gènes durant le processus cellulaire de « diauxic shift » pour la levure Saccharomyces Cerevisiae. Ce 
processus correspond à la transition de la phase de fermentation du sucre en éthanol (croissance 

anaérobique) vers la phase de respiration aérobie de la levure.  

Ces données indiquent les niveaux d'expression des 6199 ORF’s (Opening Reading Frame) de la levure, 

qui est un organisme entièrement séquencé, pour 7 points temporels durant le processus. Les données ont 

été prétraitées en prenant le log2 des ratios (pour considérer les inductions et les répressions cellulaires de 

façon numériquement égale) et en appliquant l’algorithme d’imputation des K plus proches voisins [LIT 

02] afin de traiter les valeurs manquantes (1.9% du total).  

2.2 Groupes de gènes fonctionnellement riches (GFR) 
Nous avons généré une base de données (SGOD) contenant toutes les annotations GO pour chacun des   

gènes de la levure à partir de GO et SGD. Pour chaque gène sont stockées toutes les annotations du gène 

et de ses parents. L'ensemble des GFR a été construit à partir de requêtes exécutées sur le SGOD : chaque 

GFR correspond a un couple constitué d'une annotation GO (go-term) et de la liste des gènes annotés par 
celle-ci. 

2.3 Mesure des profils d’expression des gènes 
Afin d’incorporer les profils d’expression des gènes, nous nous sommes servi d’une mesure de variabilité 

d’expression, le F-score, qui est plus robuste que d’autres mesures telles que l’anova, le fold change ou 
les statistiques t-student [RIV 05]. Cette mesure nous permet d’établir une liste des gènes, g-rank, 
ordonnés par variabilités d’expression décroissantes. Nous avons utilisé le programme SAM [TUS 01]  

pour calculer le F-score associé à chaque gène.  

3 Analyse des groupes de gènes co-exprimés (AGGC) 

 

AGGC est basé sur l’idée que tout changement affin (co-expression) d’un sous-ensemble de gènes 

appartenant à une GFR est physiologiquement important. Nous disons que deux gènes sont co-exprimés 

s’ils sont proches par rapport à la métrique de variabilité d’expression (F-score). L’algorithme AGGC 
permet de déterminer pour chaque GFR la pc-value qui estime sa cohérence (à partir de g-rank) et donc de 
détecter les groupes statistiquement significatifs.  
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3.1 Algorithme AGGC 
AGGC commence par déterminer la liste g-rank  à partir des niveaux d'expression et les GFR à partir de la 
SGOD. Pour chaque GFR constitué de n gènes, l'algorithme détermine les n(n+1)/2 sous-ensembles de 
gènes dont nous voulons tester la co-expression. Pour chacun de ces sous-ensembles nous calculons sa pc–
value à partir du test suivant décrit ci-dessous. 
H0  : probabilité que les x gènes d'un de ces sous-ensembles aient été associés par hasard. 
Cette probabilité correspond à la distribution hyper-géométrique suivante : 

 

 

 

 

N : nombre total de gènes dans le jeu de données. 
n : nombre de gènes dans le GFR. 
x : position (n° d’ordre) du gène dans le GFR.  

rg(x)  : rang du gène de position x dans g-rank. 
Rg(x) : nombre de rangs qui séparent le gène x de 
son prédécesseur (dans le GFR) dans le g-rank. 

Rg(x) est obtenu par : Rg(x) =  rg(x)  –  rg(x-1)  + 1 où Rg(0) =  rg(0)  = 1.

La pc–value correspondant à cette preuve d’hypothèse est [DRA 03] :                                                          

                                                           

 

Afin d’accepter ou rejeter l’hypothèse H0 nous utiliserons comme seuil de significativité : p–value = Min 
{N -1

, |Ω|-1} où |Ω| est la cardinalité de l’ensemble de tous les annotations fonctionnelles. Ainsi pour 
chaque GFR, si pc–value(x) < p–value alors on rejet H0, i.e. le GFR est statistiquement significatif. 

4 Résultats 

Afin d’évaluer notre méthode, nous avons comparé les résultats obtenus par DeRisi, par IGA et AGGC. 

Les résultats obtenus avec AGGC pour les gènes sur-exprimés sont présentés dans le tableau 1. Les 

groupes identifiés par AGGC et DeRisi sont en gras, les groupes identifiés seulement par AGGC sont en 

italique, et le seul groupe identifié par AGGC et IGA est souligné. AGGC a permis de retrouver sept des 
neuf groupes de gènes obtenus manuellement par DeRisi. Les deux groupes annotés « glycogen 

metabolism » et « glycogen synthase » n'ont pas été identifiés par AGGC car ils s’expriment uniquement 

dans la phase initiale du processus et que nous n'avons pas intégré les informations sur les voies 

métaboliques. Toutefois AGGC a identifié huit groupes statistiquement significatifs et cohérents vis a vis 

du processus étudié.  
 

Groupe GO fonctionnellement riche n gènes x gènes sur-exprimés pc-value 
proton-transporting ATP synthase complex 2 2 4.38E-06 

invasive growth (sensu Saccharomyces) 5 3 6.13E-06 

signal transduction during filamentous growth 2 2 8.77E-06 

respiratory chain complex II  4 4 3.75E-05 

succinate dehydrogenase activity 4 4 3.75E-05 

mitochondrial electron transport 4 4 3.75E-05 

aerobic respiration 36 10 3.30E-05 

tricarboxylic acid cycle 14 5 5.09E-05 

tricarboxylic acid cycle 14 5 6.54E-05 

gluconeogenesis 12 2 9.64E-05 

response to oxidative stress 10 3 1.55E-06 

filamentous growth 8 4 9.06E-05 

vacuolar protein catabolism 4 2 2.63E-05 

respiratory chain complex IV  8 2 4.05E-04 

cytochrome-c oxidase activity 8 2 4.05E-04 

Tableau 1 : GFR sur-exprimés obtenus par AGGC avec une p-value de 7X10
-4
.  
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Des résultats similaires, accessibles sur la page du projet, ont été obtenus pour les GFR sous-exprimés.  

5 Conclusion  

L'algorithme AGGC présenté dans cet article permet d'identifier automatiquement les groupes de gènes 

co-exprimés significatifs et fonctionnellement riches sans avoir de connaissance a priori des résultats. Il 

est extensible aux annotations biologiques de toutes natures et aux diverses mesures de variabilité 

proposées dans le domaine.  

AGGC analyse tous les sous-ensembles possibles de chaque GFR, accroissant ainsi la sensibilité de la 

détection des groupes de gènes co-exprimés, même en présence de données très bruitées. A l'extrême il 

peut produire des résultats statistiques significatifs sans avoir besoin de répliquer les expériences. Il est 

également robuste contre les mauvaises assignations lors de la création des groupes fonctionnels à partir 

des sources publiques (annotations erronées) ou bien de processus automatiques (erreurs de nommage, 

fautes d'orthographe, etc.). 

Les résultats expérimentaux ont montré la validité de l'approche et ont permis d'identifier des informations 

pertinentes sur les processus biologiques étudiés. Afin d'identifier les groupes de gènes s'exprimant 

seulement dans certaines phases du processus, nous prévoyons ultérieurement d'intégrer les informations 

concernant les voies métaboliques.  
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Réflexions sur l’extraction de motifs rares

Sandy Maumus1,2, Amedeo Napoli1, Laszlo Szathmary1, Yannick Toussaint1

1 LORIA, 54506 Vandoeuvre-lès-Nancy
{maumus, napoli, szathmar, yannick}@loria.fr
2 INSERM U525, 54000 Nancy
Sandy.Maumus@nancy.inserm.fr

RÉSUMÉ. Les études en fouille de données se sont surtout intéressées jusqu’à présent à l’extraction de motifs fréquents et
à la génération de règles d’association à partir des motifs fréquents. L’algorithme le plus célèbre ayant permis d’atteindre
ces objectifs est Apriori, qui a été suivi par toute une famille d’algorithmes mis au point par la suite et possédant tous la
caractéristique d’extraire l’ensemble des motifs fréquents ou un sous-ensemble de ces motifs (motifs fermés fréquents, motifs
fréquents maximaux, générateurs minimaux). Dans cet article, nous posons le problème de la recherche des motifs rares ou
non fréquents, qui se trouvent dans le complémentaire de l’ensemble des motifs fréquents. Ce type de motif n’a jamais vraiment
fait l’objet d’une étude systématique, malgré l’intérêt et la demande existant dans certains domaines d’application. Ainsi, en
biologie ou en médecine, il peut se révéler très important pour un praticien de repérer des symptômes non habituels ou des
effets indésirables exceptionnels se déclarant chez un patient pour une pathologie ou un traitement donnés.

MOTS-CLÉS : Fouille de données, extraction de motifs, motifs fréquents et rares.

1. Introduction

La fouille de données a pour objectif d’identifier des motifs et des associations implicites dans de grandes
bases de données [HAN 01]. Un motif est un ensemble de propriétés ou attributs tandis qu’une association est de
la forme A −→ B où A et B sont des motifs. La recherche de motifs fréquents et de règles d’association sont parmi
les tâches les plus importantes en fouille de données. Les études en fouille de données se sont surtout intéressées
jusqu’à présent à l’extraction de motifs fréquents — motifs dont la fréquence d’apparition parmi les individus
d’une population donnée est supérieure à un seuil donné — et à la génération de règles d’association dérivant des
motifs fréquents. L’algorithme le plus célèbre permettant d’extraire des motifs et des règles est Apriori, qui a été
suivi par toute une famille d’algorithmes mis au point par la suite et possédant tous la caractéristique d’extraire
l’ensemble des motifs fréquents ou un sous-ensemble de ces motifs (motifs fermés fréquents, motifs fréquents
maximaux, générateurs minimaux [BAS 02]).

Dans cet article, nous posons le problème de la recherche de motifs rares ou non fréquents, qui se trouvent
dans le complémentaire de l’ensemble des motifs fréquents. Les problèmes de la fouille de motifs rares et de la
génération des règles d’association rares qui en dérivent n’ont pas encore été traités en détail dans la littérature
(sachant que cet article est une version abrégée, revue et corrigée de [SZA 06] et qu’il existe aussi une étude
théorique sur la complexité de la recherche des motifs fréquents et non fréquents dans [BOR 02]). Dans la suite,
nous expliquons d’abord l’intérêt que peuvent revêtir les motifs et règles rares, puis nous donnons les définitions
et les grandes lignes de la recherche de motifs et de règles rares. L’article se termine par une discussion sur les
motifs et règles rares, accompagnée d’une comparaison avec la recherche de motifs fréquents et l’extraction de
règles d’association, ainsi que d’une série de questions qui sont en cours d’investigation.
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2. Motivations

La découverte de motifs rares peut se révéler très intéressante en médecine et en biologie. Considérons d’abord
une base de données médicales et le problème de l’identification de la cause de maladies cardio-vasculaires (MCV).
Une règle d’association fréquente (extraite d’un motif fréquent) comme “{niveau élevé de cholestérol}
−→ {MCV}” permet de faire émerger l’hypothèse que les individus ayant un fort taux de cholestérol ont un risque
élevé de MCV. À l’opposé, s’il existe un nombre conséquent de végétariens dans la base de données, alors une règle
d’association rare comme “{végétarien} −→ {MCV}” permet de faire émerger l’hypothèse qu’un végétarien a
un risque faible de contracter une MCV. Dans un tel cas, les motifs {végétarien} et {MCV} sont tous deux
fréquents, mais le motif {végétarien, MCV} est lui-même rare.

Le deuxième exemple, qui s’appuie sur les données réelles de la cohorte STANISLAS [MAU 05], montre l’intérêt
de l’extraction des motifs rares pour la fouille de cohortes supposées saines. La cohorte STANISLAS est composée
d’un millier de familles françaises présumées saines. L’objectif principal de l’étude de la cohorte est de mettre en
évidence l’influence des facteurs génétiques et environnementaux sur la variabilité des risques cardio-vasculaires.
Parmi les informations intéressantes à extraire de cette base de données figurent les profils associant des données
génétiques à des valeurs extrêmes ou limites des paramètres biologiques. Cependant, ces associations sont plutôt
rares dans les cohortes supposées saines. Dans ce contexte, l’extraction de motifs rares peut s’avérer très utile pour
étudier les variations dans les profils — les profils rares pouvant conduire à des problèmes néanmoins — et ainsi
avoir une idée plus complète des associations entre paramètres, ce que ne permet pas la seule recherche de motifs
fréquents.

Le troisième exemple est en rapport avec la pharmacovigilance, qui est une branche de la pharmacologie dédiée
à la détection et l’étude des effets indésirables des médicaments. L’extraction des motifs rares dans une base de
données des effets indésirables de médicaments peut contribuer à un suivi plus efficace des effets indésirables
graves et servir ensuite à prévenir les accidents mortels qui aboutissent au retrait de certains médicaments (comme
par exemple le retrait de la cérivastatine, médicament hypolipémiant, en août 2001).

3. La recherche de motifs rares

Une méthode générique pour retrouver les motifs rares est présentée ci-après. Dans un premier temps, la
méthode identifie un ensemble générateur minimal appelé ensemble des motifs rares minimaux ou MRMs. Dans
un second temps, les MRMs sont utilisés pour retrouver tous les motifs rares. Avant d’arriver aux détail de la
méthode, un rappel des définitions classiques est proposé.

– Une base de données formelle s’appuie sur le produit cartésien O × A associé à une relation R, où O =
{o1, o2, . . . , om} est un ensemble d’objets, A = {a1, a2, . . . , an} est un ensemble d’attributs et R ⊆ O× A est
une relation telle que R(oi, aj) signifie que l’objet oi possède l’attribut aj.

– Un ensemble d’attributs forme un motif dont la taille est le nombre d’attributs qui le composent. Le support
d’un motif P correspond au nombre d’objets contenant le motif et un motif est fréquent si son support est
supérieur ou égal à un seuil de fréquence minimum donné (noté minsupp).

– La recherche de motifs fréquents consiste à engendrer tous les motifs dont le support est supérieur ou égal
au seuil minsupp, en appliquant les principes suivants [AGR 96] :
(i) “la recherche des motifs fréquents commence par traiter les motifs de longueur minimale ; le support des
motifs est calculé après un accès à la base données formelle ; les motifs fréquents sont conservés et les motifs
non fréquents sont élagués”,
(ii) “tous les sous-motifs d’un motif fréquent sont fréquents”,
(iii) “tous les super-motifs d’un motif non fréquent sont non fréquents”.
De plus, un motif P est fermé s’il n’existe aucun super-motif Q de P (P ⊆ Q) de même support.

Cela étant, un motif est dit rare ou non fréquent si son support est inférieur ou égal à un support maximum,
noté maxsupp. Dans ce qui suit, la valeur de maxsupp se calcule à partir de celle de minsupp, à savoir maxsupp =

2
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minsupp − 1 (ici minsupp et maxsupp sont donnés en valeur absolue). La recherche de motifs rares consiste à
engendrer tous les motifs dont le support est inférieur ou égal au seuil maxsupp.

Il peut exister un intervalle de valeurs entre minsupp et maxsupp. Mais dans cet article, nous avons travaillé
avec un cas particulier sans intervalle, c’est à dire que pour nous un motif est rare s’il n’est pas fréquent. Cela
implique l’existence d’une seule frontière entre motifs rares et fréquents. Une telle frontière est étudiée et discutée
dans [BOU 03, CAL 05].

L’ensemble des motifs rares et l’ensemble des motifs fréquents ont tous deux un sous-ensemble minimal
générateur. Dans le cas des motifs fréquents, ce sous-ensemble est l’ensemble des motifs fréquents maximaux
(MFMs). Un motif est un motif fréquent maximal s’il est fréquent et si tous ses super-motifs ne sont pas fréquents.

De façon complémentaire, un motif rare minimal (MRM) est un motif rare dont tous les sous-motifs ne sont pas
rares. L’ensemble des motifs rares minimaux forme un ensemble générateur minimal à partir duquel tous les motifs
rares peuvent être retrouvés, comme tous les motifs fréquents peuvent être retrouvés à partir des motifs fréquents
maximaux. Pour les motifs fréquents maximaux, tous les sous-motifs possibles des MFMs sont considérés et leur
support est calculé après un passage sur la base de données. De façon duale, tous les super-motifs des motifs rares
minimaux sont considérés, puis le calcul du support de ces motifs se fait grâce grâce à un passage sur la base de
données.

Parmi les motifs rares se distinguent les motifs rares de support 0 (zéro), appelés motifs zéros, et les motifs rares
de support non nul, ou motifs non zéros. Le nombre de motifs rares zéros peut être très élevé. De façon analogue à
un motif rare minimal, un motif est générateur zéro minimal (GZM) si c’est un motif zéro et si tous ses sous-motifs
sont des motifs non zéros (tous ses super-motifs sont bien sûr des motifs zéros).

Les motifs rares minimaux peuvent être retrouvés simplement à l’aide de l’algorithme Apriori de la façon
suivante : quand un motif non fréquent donc rare P est détecté — son support est inférieur ou égal à maxsupp (ou
strictement inférieur à minsupp) — aucun des super-motifs de P n’est considéré par la suite, car ces super-motifs
sont de manière sûre non fréquents. Puisque l’algorithme Apriori explore le treillis des motifs niveau par niveau
— du “bas vers le haut” ou des tailles minimales aux tailles maximales —, il calcule nécessairement le support des
motifs rares minimaux. Les motifs rares minimaux sont élagués et l’algorithme Apriori construit ensuite les motifs
candidats de longueur k dont tous les sous-motifs de longueur (k − 1) sont fréquents. Si, pour un candidat P de
longueur k, un des sous-motifs de P, soit Q, de longueur (k− 1), n’est pas fréquent, alors P est rare ; et en plus cela
signifie que Q est un sous-motif rare minimal. Ainsi, l’espace de recherche dans le treillis des motifs est réduit de
façon significative.

Une légère modification d’Apriori suffit pour conserver les motifs rares minimaux : dès que le support d’un
motif candidat P est inférieur au support minimum, alors P est enregistré dans l’ensemble des motifs rares mini-
maux. Ensuite, tous les motifs rares sont retrouvés à partir des motifs rares minimaux. Pour cela, il faut engendrer
tous les super-motifs possibles des motifs rares minimaux. Les générateurs zéros minimaux permettent de filtrer
les motifs zéros pendant la génération des super-motifs rares.

4. Synthèse et questions

Dans cet article, une méthode pour extraire les motifs rares dans une base de données a été présentée. La
méthode s’appuie sur l’algorithme de recherche de motifs fréquents Apriori et se compose de deux parties : (i)
recherche d’un sous-ensemble générateur minimal des motifs rares (MRMs), (ii) recherche à partir des MRMs
des motifs rares dont le support n’est pas nul. Ce travail de recherche est l’un des premiers à s’intéresser de façon
systématique et spécifique aux motifs rares. L’algorithme Apriori a été le premier algorithme de recherche de motifs
fréquents et il a été suivi de nombreux autres algorithmes plus efficaces et performants. De manière similaire, il ne
fait aucun doute que la méthode de recherche de motifs rares présentée ici sera dans un avenir proche améliorée
et les auteurs de l’article s’y emploient. Ainsi, des sous-ensembles utiles pour la recherche de motifs fréquents
ont été découverts, comme les motifs fermés fréquents, les motifs fréquents maximaux, les générateurs (clés)
minimaux, etc. De façon duale, de tels sous-ensembles doivent pouvoir être définis pour les motifs rares, puisque

3
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par exemple le complémentaire des motifs fréquents maximaux est l’ensemble des motifs rares minimaux. Une
autre question intéressante est la suivante : comme les motifs fermés fréquents déterminent sans ambiguı̈té tous
les motifs fréquents et leur support, existe-t-il un sous-ensemble analogue qui déterminerait les motifs rares ? En
outre, va suivre l’exploitation de la recherche des motifs rares pour la génération de règles d’association rares.

Pour terminer, il faut évoquer une série de questions plus théoriques qui se posent également :

– Des représentations condensées des motifs fréquents sont introduites dans [BOU 03, CAL 05], ainsi qu’une
bordure négative et une bordure positive entre motifs fréquents et rares, et des ensembles disjonctifs libres
et δ-libres (δ mesure le nombre de contre-exemples à une règle d’association). Quel est le dual des ces
ensembles pour les motifs rares ?

– La base de Duquenne-Guigues permet d’engendrer les règles d’association exactes ou de confiance 1 [GUI 86]
(ces règles sont aussi celles qui peuvent être extraites du treillis de concepts associé à la base de données
formelle). Cette base peut être calculée à l’aide des motifs dits pseudo-fermés qui se définissent comme
suit : un motif P est pseudo-fermé s’il n’est pas fermé et si tous les sous-motifs pseudo-fermés Q ⊂ P

qu’il contient strictement ont une fermeture contenue dans P (voir par exemple [GAN 99, STU 01]). Il est
intéressant d’étudier le rapport exact existant entre les motifs pseudo-fermés et les motifs rares : est-ce que
l’un se dérive de l’autre et est-ce que l’un permet de calculer l’autre.
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6. Annexe : un exemple de recherche de motifs fréquents et rares

Dans cet article, la base de données formelle suivante, reprise de [BAS 02], est utilisée (notée D, table 1). Le
seuil de fréquence (absolu), minsupp, est fixé à 3, et donc le seuil de non fréquence, maxsupp, à 2. Les motifs
rares et fréquents issus de cette base de données formelle peuvent être visualisés sur la figure 1.

A B C D E
1 x x x
2 x x x
3 x x x x
4 x x
5 x x x x

TAB. 1. La base de données formelle D prise en exemple.

Étant donné un seuil de fréquence, les motifs peuvent être classifiés en deux catégories : les motifs rares,
dont la fréquence est en-dessous du seuil, et les motifs fréquents, dont la fréquence est au-dessus du seuil. Une
frontière existe entre ces deux catégories, qui peut être visualisée sur le treillis des parties de l’ensemble des
attributs considérés (voir figure 1). En bas du treillis se trouve le plus petit motif, ou motif de longueur nulle, qui
correspond à l’ensemble vide. À chaque niveau se situent les motifs de même taille. Au sommet du treillis se trouve
le motif le plus long qui contient tous les attributs. Le support de chaque motif par rapport à la base de données
formelle D est indiqué dans le coin en haut à droite à côté de chaque motif.
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FIG. 1. Le treillis des parties de la base de données formelle D avec les motifs fréquents et les motifs rares.

L’ensemble des motifs rares forme un sup-demi-treillis car il est est fermé pour l’opération sup — tout sup de
deux rares est rare, mais il ne forme pas un inf-demi-treillis, car l’inf de deux rares n’est pas forcément rare. De
façon duale, les motifs fréquents forment un inf-demi-treillis mais pas un sup-demi-treillis.
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Sur la figure 1, les deux générateurs zéros minimaux sont {BD} et {DE}. Les GZMs forment une représentation
condensée et sans perte d’information des motifs zéros : à partir des GZMs, tous les motifs zéros peuvent être
retrouvés — avec leur support, qui est toujours 0 — ; pour cela, il suffit d’engendrer tous les super-motifs possibles
des GZMs en utilisant les attributs de la base de données. Mais, cette génération n’est pas effectuée à cause du trop
grand nombre de motifs zéros mais aussi parce que seuls les GZMs sont utiles. La seconde partie de la méthode de
recherche permet de retrouver tous les motifs rares non-zéros à partir des MRMsà l’aide d’une approche par niveau.
Si un candidat intègre un sous-motif GZM, alors ce candidat est de manière sûre un motif zéro et peut donc être
élagué. Les GZMs permettent ainsi de réduire l’espace de recherche lors de la recherche des motifs rares.

6
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RÉSUMÉ. Dans ce travail, nous présentons une nouvelle approche basée sur la DC programmation et
DCA pour une classe de probl`emes très importants en Data Mining. Une reformulation DC est établie
grâce à la pénalité exacte et la technique de relaxation SDP est développée pour initialiser DCA. Nous
illustrons notre algorithme sur des données fournies dans [1] et des données de grande dimension
générées selon le schéma indiqu´e dans [1].

MOTS-CĹES :Maximum Diversity, Data Mining, DC programming, DCA, SDP relaxation.

1 Introduction

Data mining is one of important domains in the real world, especially in recent years. In
this, many optimization problems are proposed which need to be solved definitively. This
work is interested in one model, which gives rise to the realms, called Diversity Data Min-
ing, or precisely, the maximum diversity problem is concerned. This problem arises in many
realms of business and government, e.g. Environmental Balance, Medical Treatment, Ge-
netic Engineering, Molecular Structure Design, Agricultural Breeding Stocks, Right Sizing
the Firm, Composing Jury Panels (see [10] for more detail).

The model of problem can be presented as follows. LetN = {1, 2, . . . , n} andE = {ei :
i ∈ N} be a population ofn elements andeik with k ∈ R = {1, 2, ..., r} the r values of
attributes of each element. The objective is to select a subset of sizem < n to maximize the
diversityof the chosen elements.

To express formally the objective function, we associate a measure of diversitydij with
each pair of elementei andej ; that is,dij is some function of the elementseik andejk (k ∈

R). An example,dij is the Euclidean distance between two elements,dij =

√
r∑

k=1

(eik − ejk)2.
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Let M be a subset ofN and the overall diversity will beα(M ) =
∑

i<j:i,j∈M

dij. The Di-

versity Maximization problem consists of maximizing the functionα(M ) subject to|M | =
m.

Let xj be a binary variable denoting whether or not elementej is chosen to be a member

of the selected subset, then its overall diversity can be written asα(M ) =
n∑

i=1

i−1∑
j=1

dijxixj ,

or equivalently1
2xT Dx with djj = 0 for all j = 1, 2, . . . , n.

Finally, we can model the Diversity Maximization problem in the following form

α(M ) = max f(x) =
1
2
xT Dx (DDM)

subject to
n∑

j=1

xj = m

xj ∈ {0, 1} ∀j = 1, 2, . . . , n

The maximum diversity problem is known to be NP-hard. In literature, exact solution
methods are presented in the work of Glover et al. [3], and Kuo et al [11]. But these methods
have been limited to instances with very small dimension. So these approaches are not viable
for problems large enough to be of significant practical interest.

Many heuristic methods have been proposed in recent years, see [2, 10, 9, 1] which are
designed to approximate large scale problems as they appear in real world application. Nev-
ertheless, it is a great challenge to develop deterministic methods for this problem with large
scale dimension. The approach presented in this article is certainly a step in this direction.

DCA has been introduced by T. PHAM DINH in 1985, as an extension of his subgradi-
ent algorithms for convex maximization programs, and extensively developed by H.A. LE
THI and T. PHAM DINH since 1994 to solve DC programs [5, 12, 13, 8]. The DCA has
been successfully applied in solving real world nonconvex programs to which it quite often
gave global solutions and proved to be more robust and more efficient than related standard
methods, especially in large scale setting. DCA is actually one of the rare algorithms for
nonsmooth nonconvex programming which allows solving large-scale DC programs.

A so-called DC program is that of minimizing a DC function over a convex set. Ac-
cording to the theory of DC programming and via the well-known result concerning exact
penalty, we can easily reformulate the original problem as DC programs. We then suggested
using DC programming approach and DCA for their solution.

2 DC programming and DCA

Consider the general DC program

α = inf{f(x) := g(x) − h(x) : x ∈ IRn} (Pdc)

with g, h ∈ Γ0(IRn) (the convex cone of all lower semicontinuous proper convex functions
on IRn). A such functionf is called DC function, andg − h, DC decomposition off while
the convex functionsg andh are DC components off .

We have the dual program of(Pdc)

α = inf{h∗(y) − g∗(y) : y ∈ domh∗}
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that is written, in virtue of the natural convention in DC programming, say+∞− (+∞) =
+∞ :

α = inf{h∗(y) − g∗(y) : y ∈ Y }. (Ddc)

where

g∗(y) := sup{〈x, y〉 − g(x) : x ∈ IRn}

is the conjugate function ofg We observe the perfect symmetry between primal and dual
DC programs : the dual to(Ddc) is exactly(Pdc).

Based on local optimality conditions and duality in DC programming, the DCA consists
in the construction of two sequences{xk} and{yk}, candidates to be optimal solutions
of primal and dual programs respectively, such that the sequences{g(xk) − h(xk)} and
{h∗(yk) − g∗(yk)} are decreasing, and{xk} (resp.{yk}) converges to a primal feasible
solutionx̃ (resp. a dual feasible solutioñy) verifying local optimality conditions and

x̃ ∈ ∂g∗(ỹ), ỹ ∈ ∂h(x̃). (1)

These two sequences{xk} and{yk} are determined in the way thatxk+1(resp.yk) is a
solution to the convex program(Pk) (resp.(Dk)) defined by

inf{g(x) − h(xk) − 〈x− xk, yk〉 : x ∈ IRn}, (Pk)

inf{h∗(y) − g∗(yk−1)− 〈y − yk−1, xk〉 : y ∈ IRn} (Dk).

The first interpretationof DCA is simple : at each iteration one replaces in the primal
DC program(Pdc) the second componenth by its affine minorizationhk(x) := h(xk) +
〈x − xk, yk〉 at a neighbourhood ofxk to give birth to the convex program(Pk) whose the
solution set is nothing but∂g∗(yk). Likewise, the second DC componentg∗ of the dual DC
program(Ddc) is replaced by its affine minorization(g∗)k(y) := g∗(yk)+ 〈y−yk , xk+1〉 at
a neighbourhood ofyk to obtain the convex program(Dk) whose∂h(xk+1) is the solution
set. DCA performs so a double linearization with the help of the subgradients ofh andg∗

and the DCA then yields the next scheme :

yk ∈ ∂h(xk); xk+1 ∈ ∂g∗(yk). (2)

For a complete study of DC programming and DCA the reader is referred to [5, 8, 12, 13]
and references therein.

3 DCA for solving DDM problem

Using the exact penalty in DC programming [6], Problem (DDM) can be reformulated
as a DC program and solved by DCA.

The choice of initial point for DCA has an important impact on the quality of solutions
computed by DCA. We suggest using DCA applied to the concave program [7]

0 = min {
n∑

i=1

min {xi, 1− xi} : x ∈ K}.

with initial point given by the SemiDefinite Relaxation technique (see [4] ).

3
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TAB. 1. Numeric results for the Diversity Data Mining Problem
Problem n m DCA Heuristic

Val time (s) Val time (s)
1∗ 100 40 4074 6.04 4142 234.00
2∗ 200 80 15769 40.09 16225 4487.60
3∗ 300 120 35369 114.51 35881 17562.01
4∗ 400 160 61284 276.09 62454 52056.20
5∗ 500 200 95941 601.65 97320 138031.30

1 120 42 4561 8.02
2 150 55 7974 12.19
3 180 65 10631 30.88
4 240 90 19944 45.80
5 320 115 32198 124.19
6 360 140 47150 188.50
7 450 172 70634 424.55
8 480 180 78336 544.25
9 500 180 78407 626.42
10 560 205 100329 1002.69
11 600 220 114775 1308.14
12 630 220 116091 1534.86
13 700 240 136632 2247.59
14 720 235 131222 2488.36
15 800 275 178269 3681.81
16 850 275 178361 4657.91
17 900 325 250012 5787.52
18 910 310 226504 6129.28
19 970 340 272687 7916.39
20 1000 370 322727 8665.41

4 Numerical experiences and Conclusions

We report the numerical results of our algorithm in the table 1. The table is divided into
two parts. In the first part, the data is given in [1]. We also generated 20 instances of test
problems with large dimension and the result is provided in the second part.

¿From the numerical results, we observe that, the values given by DCA are very good
and are quite smaller than the ones given by heuristic methods. However the running time
of DCA is much smaller. It is worth noticing that, most of its running time is for solving
the SemiDefinite Program (see [4]), the time consumed by DCA is very small. We can also
remark that, DCA works well when the dimension of problem is very large for which other
methods can not work.

Conclusions. We have proposed in this paper a deterministic method based on DC pro-
gramming for the diversity data mining problem which have many applications in Data Min-
ing. Computational experiments show the efficiency of our algorithm. The algorithm needs
to be studied more carefully in the goal of finding global solutions which are often given by
DCA. It should be noticed that,with DCA, we have not the limit in their ability to solve
problems of practical size. Moreover the strategy to find a good initial point for DCA also
needs to be studied. These issues are currently in progress.

4
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RÉSUMÉ. Ces travaux exposent le principe d’une mesure d’écart au modèle arboré, et présentent les résultats obtenus sur des
dissimilarités aléatoires courantes ainsi que des jeux de données courants. Cette mesure utilise le nombre d’arêtes des graphes
de rigidité obtenus sur les restrictions à quatre éléments d’une dissimilarité donnée. Nous l’évaluons sur des données aléatoires
de plusieurs types, ainsi que sur trois jeux de données : les données de Henley, réputées résistantes ; des données biologiques,
réputées arborées, et des données sonar, dont les paramètres évoluent dans un espace vectoriel.

MOTS-CLÉS : Dissimilarités, réalisations de dissimilarités, graphes de rigidité, mesures de structuration

1. Introduction

Lors d’un traitement de données par un processus de classification non-supervisée, il est courant de construire
une dissimilarité qui approche au mieux les relations entre les éléments à classer, tout en garantissant que la
dissimilarité produite sera plus aisée à interpréter que la mesure originale. La qualité de l’approximation est alors
mesurée par une métrique.

Toutefois, l’information portée par la dissimilarité d’origine n’est pas toujours de nature numérique, notamment
s’il s’agit de nombres donnés par un opérateur humain, et effectuer un calcul sur celle-ci peut amener à sur-
interpréter les données. Ainsi dire que d(x, y) = 3 et d(x, z) = 5 traduit plutôt le fait que x est plus proche de y

que de z qu’une différence de deux unités entre la distance de x à y et de x à z.

Dans le cadre de cette stricte notion ordinale, il est notamment possible de construire des systèmes de classes
à partir des données, d’en évaluer l’homogénéité, ou de rechercher des structures permettant de les expliquer : les
graphes de rigidité [FLA 79][BRU 03b].

Nous nous attachons ici à extraire une information globale sur la capacité d’une dissimilarité à ranger les
éléments qu’elle mesure, via le comportement local des graphes de rigidité des restrictions de la dissimilarité.
Nous créons ainsi deux mesures µR et µK , telles qu’une dissimilarité arboricole, dont les classes vont s’attacher à
un arbre, vont atteindre une mesure minimale de 0, alors que des dissimilarités non ordonnées vont atteindre une
mesure de 1.

2. Construction d’un système de classes à partir d’une dissimilarité

Une façon naturelle [JAR 71] de construire une classe d’une dissimilarité d à partir de x et y, est de chercher
les cliques maximales de diamètre d(x, y) contenant x et y. L’ensemble de ces cliques maximales (des graphes-
seuils de d) forment le système de classes associé à d : Kd. Si cette façon de procéder est naturelle, un graphe à n

sommets peut avoir O(3
n

3 ) cliques maximales différentes.

Il y a d’autres manières de construire un système de classes à partir d’une dissimilarité :
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– boules Bd(x, d(x, y)) = {z | d(x, z) 6 d(x, y)} : n(n− 2) classes, calculées en O(n3) opérations.
– 2-boules Bd(x, y) = {z | max(d(x, z), d(y, z)) 6 d(x, y)} : n(n−1)

2 classes, calculées enO(n3) opérations.
– réalisations δd(x, y) : n(n−1)

2 classes, calculées en O(n4) opérations [BRU 03a].

z ∈ δd(x, y) ⇐⇒ z ∈ ∩{C ∈ K | x ∈ C, y ∈ C}

3. Graphes de rigidité

Une démarche courante en classification non-supervisée consiste à approcher une dissimilarité donnée par une
dissimilarité d’un type choisi – ultramétriques, dissimilarités de Robinson, quasi-ultramétriques, distances d’arbre,
etc. La mesure de la qualité de l’approximation se fait par une évaluation de la distance entre la dissimilarité
d’origine δ et la dissimilarité approchée δ∗, par exemple par une mesure en norme L2 :

d2(δ, δ∗) =
∑

x,y

(δ(x, y)− δ∗(x, y))2.

Les graphes de rigidité fournissent une structure sur laquelle accrocher les classes d’une dissimilarité, afin d’en
permettre une meilleure interprétation. Ainsi, si Hd est un système de classes issu de la dissimilarité d, un graphe
de rigidité associé GHd

sera tel que sa restriction à toute classe deHd est connexe.

Un graphe G = (X, E) compatible avec une dissimilarité d sur X est un graphe de rigidité pour l’ensemble
Kd de ses classes naturelles. Il a la propriété que pour tous éléments x et y, d(x, y) est plus grand que d(u, v) pour
u et v sur un chemin de x à y, pour au moins un chemin de x à y dans G. Comme une classe naturelle [JAR 71]
d’une dissimilarité d est une clique maximale d’un graphe-seuil de d (Gλ = (X, Eλ) avec Eλ = {(u, v) ∈ X2

| d(u, v) 6 λ}), le graphe G restreint à toute classe naturelle de d is connexe. Nous choisissons des graphes
minimaux en terme de nombre d’arêtes pour cette propriété, afin d’obtenir une structure aussi simple que possible :
Gd, un graphe de rigidité minimum de la dissimilarité d.

La figure suivante montre comment construire un graphe de rigidité minimum à partir d’une dissimilarité
exemple. Les classes naturelles de d sont xy et zt (diamètre 1), xz, yt et zut (diamètre 2) et xyztu (diamètre
3). La dissimilarité d admet deux graphes de rigidité minimum :

d x y z t u

x 0 1 2 3 3
y 1 0 3 2 3
z 2 3 0 1 2
t 3 2 1 0 2
u 3 3 2 2 0

x

y

t

u

z

x

y

t

u

z

FIG. 1. Graphes de rigidité minimum des classes naturelles de d

Si d est une dissimilarité arboricole sur X , elle admet un graphe de rigidité qui est un arbre. Il est équivalent
que l’ensemble Bd, 2Bd, Kd ouRd soit rigide avec un arbre. Il s’agit de la stucture la plus simple que l’on puisse
trouver, X étant toujours une classe.

4. Mesure construite sur quatre éléments

Les dissimilarités sur un ensemble de quatre éléments admettent 720 (6 !) ordres totaux différents pour leurs va-
leurs de dissimilarités deux à deux. A l’ordre des sommets près, ces ordres totaux se traduisent par sept emboı̂tements
de graphes-seuil possibles, représentés en figure 2. Pour chacun de ces cas, la taille (en nombre d’arêtes) d’un
graphe de rigidité minimum est donnée, pour l’ensemble des boules, des 2-boules, des classes naturelles ou des
réalisations de la dissimilarité.

2
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Considérer les cas dans lesquels deux paires (x, y) et (z, t) peuvent avoir une même dissimilarité obligerait à
passer de l’ensemble des ordres totaux à l’ensembles des ordres faibles sur six élements, ce qui augmente largement
le nombre de cas à considérer (4683 au lieu de 720) et obligerait à définir une loi de probabilité sur ces éléments,
pour laquelle le modèle uniforme ne s’impose guère.

A
1,2,3

1,2,3 1,2,3

4,5,6

4,5,6

4,5,6

n 144
|GB| 3

|G2B| 3
|GK| 3
|GR| 3

B
1,2,3

1,2,3 4,5

4,5

1,2,3

6

n 144
|GB| 3

|G2B| 3
|GK| 3
|GR| 3

C
1,2

1,2 5

3

4

6

n 48
|GB| 3

|G2B| 3
|GK| 3
|GR| 3

D
1,2,3

1,2,3 4,6

4,6

1,2,3

5

n 144
|GB| 4

|G2B| 4
|GK| 4
|GR| 4

E
1,2

1,2 4

3

5,6

5,6

n 48
|GB| 3

|G2B| 3
|GK| 3
|GR| 3

F
1,2

1,2 6

3

4,5

4,5

n 48
|GB| 4

|G2B| 4
|GK| 4
|GR| 4

G
1,2,3,4

5,6 1,2,3,4

1,2,3,4

1,2,3,4

5,6

n 144
|GB| 4

|G2B| 4
|GK| 4
|GR| 5

FIG. 2. Nombre d’arêtes des graphes de rigidité minimum des dissimilarités à quatre éléments

Les cas A et E ont un graphe de rigidité qui est une étoile. B et C sont des dissimilarités de Robinson. G est
une dissimilarité circulaire qui n’est pas une dissimilarité de Robinson ; ce cas peut être considéré comme l’écart
le plus important au modèle arboré. A l’exception du cas D, le graphe de rigidité obtenu est unique.

Sur les ensembles à quatre éléments, les ensembles Bd, 2Bd et Kd sont confondus. A partir de cinq éléments,
ces ensembles diffèrent. De façon générale, on a :

|GB| 6 |G2B| 6 |GK| 6 |GR|

Si d est une dissimilarité aléatoire sur X un ensemble à quatre éléments dont les six valeurs suivent une
même loi continue, les 720 ordres possibles sont équiprobables. Ainsi un graphe de rigidité minimum des classes
naturelles de cette dissimilarité aura en moyenne 3 + 7

15 arêtes ; un graphe de rigidité minimum des réalisations de
cette dissimilarité en aura en moyenne 3 + 2

3 .

5. Mesures de structuration pour certaines dissimilarités

Ainsi, nous pouvons analyser les restrictions à quatre éléments d’une dissimilarité d sur X pour déterminer la
proximité de celle-ci avec un modèle arboré. Soit |G4

Rd
| le nombre d’arêtes d’un graphe de rigidité minimum de la

réalisation de la restriction de d à quatre éléments, et |G4
Kd
| le nombre d’arêtes d’un graphe de rigidité minimum

de ses classes naturelles. Nous avons donc deux indices µK et µR issus respectivement des classes naturelles et
des réalisations, qui valent 0 pour une dissimilarité arborée, et 1 pour une dissimilarité aléatoire :

µK =
15

7
(E(|G4

Kd
|)− 3) µR =

3

2
(E(|G4

Rd
|)− 3)

Une mesure globale peut être obtenue à partir d’un graphe de rigidité minimum pour la dissimilarité prise sur
X [OSS 04]. Toutefois cette approche est limitée aux réalisations de la dissimilarité – la recherche d’un graphe de
rigidité minimum est NP-difficile dans les autres cas [BRU 03b].

Si x, y, z et t sont quatre points de IR2, dont les coordonnées sont des variables aléatoires uniformes sur [0,1] :
µK = 0.52 et µR = 0.43 pour une norme L2 et µK = 0.51 et µR = 0.47 pour une norme L1 . Si x, y, z et t

3
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sont quatre points de IR3, dont les coordonnées sont des variables aléatoires uniformes sur [0,1] : µK = 0.65 et
µR = 0.55 pour une norme L2.

Si x y, z et t sont quatre points d’un cercle, et que la distance considérée est la longeur d’un arc reliant les
deux points, nous obtenons µK = 5

7 et µR = 2
3 . Dans ce cas, les configurations A et E sont impossibles, et la

configuration G, typique des dissimilarités circulaires, a une probabilité de 1
9 .

Les données de Henley [HEN 69] sont issues d’une expérience de rappel libre. Il a été demandé aux sujets
d’écrire tous les animaux auxquels ils pouvaient penser en un temps donné. La dissimilarité globale entre deux
animaux est la distance moyenne qui les sépare dans ces listes. Ces données ont été abondamment étudiées, par
exemple par Barthélemy et Guénoche [BAR 88] et sont réputées résistantes aux méthodes usuelles de classica-
tion. Ces données se caractérisent par µK = 0.81 et µR = 0.66, assez peu éloignés des paramètres de données
aléatoires.

Les distances entre codes génétiques de diverses espèces animales sont considérées comme suivant un modèle
arboré. La dissimilarité obtenue à partir de l’ADN de gamma-globine sur 36 singes [PAG 99] nous amène µK =
0.415 et µR = 0.297. Les configurations de type G sont particulièrement rares (0.4% du total).

Une base de données de 26 images sonar (source : GESMA, obtenues sur un Klein 5400 latéral) est découpée
en imagettes représentant chacune un peu plus de 1m2 de fond marin. De chaque imagette sont extraites quatre
caractéristiques, devant servir à discriminer les types de fonds marins. Les paramètres obtenus sont µK = 0.40
et µR = 0.30, alors qu’une distance euclidienne sur des points uniformément répartis sur un cube de IR4 a des
paramètres de µK = 0.70 et µR = 0.61. Ici, l’algorithme en O(n4) qui parcourt tous les quadruplets des données
a été abandonné au profit d’un échantillon représentatif d’un million d’éléments.

6. Conclusion

Les deux mesures proposées, µK et µR, se rejoignent pour les dissimilarités arboricoles et les dissimilarités
aléatoires. Toutefois, sur les jeux de données réelles et les distances aléatoires, nous avons toujours µK > µR : le
cas G, typique des dissimilarités circulaires qui ne sont pas de Robinson, est rendu plus rare pour les distances que
pour les dissimilarités, en raison de l’application de l’inégalité triangulaire. C’est uniquement sur ces quadruplets
que se construit la différence entre le nombre d’arêtes d’un graphe de rigidité minimum des réalisations ou des
classes naturelles. Il est donc préférable d’utiliser µK pour obtenir une mesure du caractère arboré d’une dissi-
milarité, bien que cela empêche d’articuler le résultat obtenu avec une version globale de cette même mesure, le
problème associé étant NP-difficile.
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RÉSUMÉ. Cette communication présente une comparaison de la classification de variables et de la classification 
croisée utilisées préalablement à la recherche de règles d'association sur un jeu de données industrielles.  
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1 Introduction 
Les données que nous analysons sont issues de la fabrication automobile où plusieurs dizaines de milliers 
de véhicules sont décrits par plusieurs milliers de variables binaires rares. La recherche de règles 
d'association entre ces attributs conduit à une profusion de règles. Une classification des variables 
préalable nous a permis de regrouper les attributs, puis d'orienter la recherche de règles afin d'en diminuer 
le nombre. Dans cette communication nous étudions, sur un petit échantillon de nos données, les apports 
d'une classification croisée à cette approche. Après avoir présenté quelques éléments théoriques sur les 
méthodes utilisées, nous comparons les règles obtenues après classification de variables d'une part et 
classification croisée d'autre part.  

2 Quelques éléments théoriques sur les méthodes utilisées  

2.1 La recherche de règles d'association 
La méthode de recherche de règles d'association est née pour analyser les articles fréquemment achetés 
ensemble dans les supermarchés. Chaque sortie de caisse correspond à une transaction où plusieurs items 
ont été achetés simultanément. Une règle d'association est une implication A→C où l'antécédent A et le 
conséquent C sont des ensembles d'items, où A C∩ =∅ . Une règle repose sur les notions de support et 
de confiance. Le support est le nombre ou le pourcentage de transactions qui contiennent les items de la 
règle. La confiance est le pourcentage de transactions qui contiennent les items du conséquent parmi celles 
qui contiennent l'antécédent. Les algorithmes de recherche de règles d'association, tel que l'algorithme 
fondateur Apriori [AGR 94], procèdent en deux étapes. La première est la recherche des ensembles 
d'items fréquents dont le support est supérieur à un seuil fixé par l'utilisateur. A partir de ces ensembles, la 
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seconde étape est l'extraction des règles dont la confiance est jugée suffisante par l'utilisateur. Le nombre 
de règles extraites étant souvent important, pour sélectionner les plus intéressantes, il est utile de les 
classer par ordre décroissant de leur intérêt statistique au sens d'un indice de pertinence. De nombreux 
indices ont été proposés tels que le lift ( )P( A C ) / P( A ).P( C )∩ [BRI 97] qui est facilement interprétable. Le 
choix d'un indice plutôt qu'un autre dépend du contexte ; aussi, dans le cadre de notre application, l'indice 
de Jaccard ( )P( A C ) / P( A C )∩ ∪  discrimine le mieux les règles qui nous intéressent [PLA 06]. Il nous est 
donc possible de sélectionner les règles les plus pertinentes grâce à cet indice. 

2.2 Classification de variables 
Comme pour la classification d’individus, il existe deux grandes familles de méthodes de classification de 
variables : des méthodes de partitionnement (telles que Varcha [VIG 03]) et des méthodes hiérarchiques. 
Dans cette seconde famille, la méthode descendante (procédure Varclus de SAS) recherche des classes 
unidimensionnelles décrites par une seule composante principale et les méthodes ascendantes conduisent à 
une hiérarchie de partitions emboîtées de l’ensemble des variables. Ces dernières reposent sur le choix 
d'une stratégie d'agrégation et d'un indice de similarité entre les variables. Le ²Φ  de Pearson, l'indice de 
Jaccard ou encore celui de Russel-Rao sont des indices adaptés au cas binaire. L'utilisation conjointe de la 
classification de variables et des règles d'association [PLA 05] permet de faire face à la profusion de règles 
obtenue avec une recherche classique des règles. La classification de variables permet de construire des 
classes homogènes d'attributs. La recherche de règles d'association à l'intérieur de chacune de ces classes 
est pertinente car il est facilement possible d'identifier les classes où les attributs sont très corrélés et 
produisent donc de nombreuses règles. L'ensemble d'associations, plus restreint, est plus simple à 
analyser.  

2.3 Classification croisée 
L'objectif de la classification croisée est de trouver une paire de partitions (z,w), où z est une partition de 
l'ensemble I des n individus en K classes et w est une partition de l'ensemble J des m variables en H 
classes, K et H étant connus. Ce problème est résolu de manière itérative par une optimisation alternée de 
la partition des individus en bloquant celle des variables puis de la partition des  variables en fixant celle 
des individus. Plusieurs algorithmes ont été proposés selon le type de données, dont l'algorithme Crobin 
dans le cas binaire [GOV 83] qui propose de maximiser un critère de type inertie. Cet algorithme est 
rapide et donne de bons résultats lorsque les blocs ont les mêmes proportions et des degrés d'homogénéité 
semblables. Lorsque ce n'est pas le cas, le problème de la classification croisée peut être traité par 
l'approche modèle de mélange, où les données sont supposées provenir d'un mélange de plusieurs 
distributions de probabilité, où chaque composant du mélange correspond à une classe ([GOV 03], 
[GOV 05]). Le problème consiste alors à retrouver pour chaque objet sa population d'origine la plus 
probable en fonction du vecteur d'observations qui le caractérise. Les données observées x enrichies par 
les informations manquantes (ici les classes) constituent les données complètes. Ainsi, les données 
manquantes sont, d'une part le vecteur ( )1 i n,..., ,...,=z z z z  où i k=z  (avec k 1...K= ) est le numéro k de la classe de 

l'individu i, et le vecteur ( )1 j m,..., ,...,=w w w w  où 
j h=w  (avec h 1...H= ) est  le  numéro h de la classe de la variable j. 

Le modèle de mélange croisé s'écrit x j

i j i( z ,w ) Z W i j

wj
z w i zz wf ( ; ) p q x ;( )θ ϕ α∈ ×= ∑ ∏ ∏ ∏  où les densités khϕ  

appartiennent à la même famille, les paramètres kp et hq  sont les probabilités qu'une ligne et une colonne 
appartiennent respectivement aux kème et hème composants du mélange. L'estimation du vecteur θ  des 
paramètres  ( )1 K 1 H 11 KHp ,..., p , q ,..., q , ,...,α α  de ce modèle est réalisée par la méthode du maximum de vraisemblance 
grâce à des extensions de l'algorithme Estimation-Maximisation. Ainsi, l'algorithme Bloc-CEM [GOV 03] 
propose de maximiser la log-vraisemblance des données complètes. Cette approche fournit des résultats 
rapidement mais présente certains inconvénients, elle conduit notamment à une estimation biaisée. Plus 
lent mais plus fiable, l'algorithme Bloc-EM [GOV 05] permet de maximiser l'espérance de la log-
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vraisemblance des données complètes, conditionnellement aux données observées x et à l'estimation 
courante de θ . Dans le cas des données binaires, la distribution de probabilités est la distribution de 

Bernoulli ( ) ( ) ( )( )j j
i ix 1 xj h h h

kh i k k kx ; 1ϕ α α α
−

= − . Après initialisation, une première étape, où la partition sur les 
colonnes est fixée, est constituée d'une phase Estimation où sont calculées les probabilités a posteriori 
qu'un individu i appartiennent à une classe k. Vient ensuite la phase Maximisation où sont déduites les 
proportions pk des composants du mélange et les probabilités h

kα  de prendre la valeur "1" dans le bloc 
(k,h). Une seconde étape, où la partition en ligne est bloquée, estime les probabilités a posteriori qu'une 
variable j soit dans la classe h. La phase de maximisation attribue ensuite les proportions qh de chaque 
classe h ainsi que de nouvelles probabilités h

kα . Ces deux étapes sont répétées jusqu'à la convergence. La 
recherche de règles d'association dans des blocs homogènes où la plupart des véhicules présentent les 
mêmes attributs permet en outre de diminuer l'espace de recherche. En effet, les blocs de "0" sont ignorés 
et l'interprétation des blocs entiers de "1" est triviale et elle ne nécessite pas d'effectuer une recherche 
d'associations.  

3 Classification de variables vs classification croisée sur une application 

3.1 Recherche de règles d'association sans classification préalable 
Les données constituent un échantillon de 727 véhicules décrits par la présence ou l'absence de 109 
attributs. La matrice de données binaires est clairsemée puisqu'elle ne comprend que 2,9% de "1". Un 
véhicule possède en moyenne 3,2 attributs et l'attribut le plus fréquent apparaît sur environ 10% des 
véhicules mais 80% des attributs apparaissent sur moins de 1% des véhicules.  
Les premières règles trouvées ont un support de 50 véhicules mais elles ont des confiances faibles. Les 
attributs étant rares, il est préférable de fixer un seuil très bas pour le support et d'être plus sévère au 
niveau de la confiance. De plus, pour sélectionner le plus de règles pertinentes, nous pouvons fixer un 
seuil minimum pour l'indice de Jaccard. Avec un tel paramétrage nous espérons obtenir des règles fiables 
sur des événements rares. Le Tableau 1 montre les résultats obtenus avec une confiance de 90% et des 
seuils différents pour le support et l'indice de Jaccard. Le nombre de règles à analyser est trop important.  
 

Support minimum Confiance minimum Jaccard minimum Nombre d'ensembles fréquents Nombre de Règles 
30 véhicules 90% 0 1 230 39 867 
30 véhicules 90% 0,9 1 230 21 254 
10 véhicules 90% 0 65 583 26 210 753 
10 véhicules 90% 0,6 65 583 11 839 141 
10 véhicules 90% 0,9 65 583 10 127 600 

Tableau 1 : Règles obtenues sans classification préalable 

3.2 Classification de variables préalable à la recherche de règles 
Le dendrogramme résultant d'une classification ascendante hiérarchique avec la stratégie de Ward et 
l'indice de Russel-Rao préconise une partition des variables en 2 ou 5 classes. Nous présentons les 
résultats obtenus sur deux classes, sachant que la première classe des partitions en 2 et 5 classes est 
identique et que les autres classes sont regroupées en une seule. Les résultats de la recherche de règles 
d'association à l'intérieur des deux classes avec un support minimum de 10 véhicules et une confiance 
minimum de 90% sont présentés dans le Tableau 2.  
 

Nombre de règles Classe Nombre de 
variables 

Pourcentage 
de "1" 

Nombre d'ensembles 
fréquents Jaccard  ≥   0,9 Jaccard  ≥  0,6 Jaccard  ≥   0 

1 16 13 65535 10160318 11839140 26210797 
2 93 1 36 0 1 2  (jac ≥ 0,55) 

Tableau 2 : Composition des classes et règles produites 

Les règles de la classe 1 concernent 11 attributs très corrélés : il sont présents simultanément sur 16 
véhicules, ce qui explique le nombre élevé de règles. Les deux règles isolées dans la classe 2 sont assez 
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intéressantes du point de vue de l'indice de Jaccard. La classification préalable permet de découvrir des 
associations sur des items plus rares. En effet, sans classification, les items les plus fréquents créent une 
profusion des règles qui noie les résultats et empêche de voir les associations intéressantes.  

3.3 Classification croisée préalable à la recherche de règles 
Une classification hiérarchique sur les individus permet d'avoir une idée du nombre de classes à fixer en 
ligne. Le Tableau 3 montre les résultats obtenus avec 3 classes en ligne, 2 classes en colonne et le même 
paramétrage qu'avec la classification de variables (le bloc 6 ne figure pas car il ne contient que des "0"). 
 

Nombre de règles Bloc Pourcentage 
de "1" 

Nombre 
d'individus 

Nombre de 
variables 

Nombre d'ensembles 
fréquents Jaccard ≥ 0,9 Jaccard ≥  0,6 Jaccard ≥  0 

1 8,8 682 15 29 0 0 0 
2 1,2 682 94 30 0 0 1 (jac=0,55) 
3 100 29 15 32767 14283372 142283372 142283372 
4 2,86 29 94 1 0 0 0 
5 48,3 16 15 63 602 602 602 

Tableau 3 : Composition des blocs et règles produites 

Le bloc 3 est intégralement constitué de "1" : les 15 attributs sont présents simultanément sur les 29 
véhicules du bloc. Les 14 millions de règles issues de ce bloc sont porteuses d'une seule et même 
information. Dans le bloc 5, la plupart des règles sont provoquées par la présence de 6 attributs sur 13 des 
16 véhicules. Enfin, la règle du bloc 2 avait été détectée grâce à la classification de variables également. 

4 Conclusion  
Les deux approches, simple et croisée, conduisent à une réduction du nombre de règles, une fois les 
groupes analysés. Elles permettent d'identifier puis d'isoler les groupes d'attributs fortement liés, et enfin 
d'orienter la recherche de règles vers des groupes moins homogènes où des associations moins évidentes 
seront découvertes. La classification croisée fournit une partition des données plus fine et intéressante. De 
plus, elle présente l'avantage de pouvoir exclure les blocs totalement homogènes de la recherche de règles, 
ce qui peut se révéler très utile sur des données de taille importante. Cette approche, prometteuse sur un 
échantillon restreint, va donc être utilisée sur la base entière comportant plusieurs dizaines de milliers de 
véhicules et des milliers de variables.   
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RÉSUMÉ. La visualisation des ensembles de données de grande taillefait appel à de nouvelles méthodes afin de révéler ra-
pidement et efficacement leur contenu. La projection point `a point sur le plan d’un nuage de données est un paradigme
intéressant malgré la difficulté d’exploration du résultat lorsque le nombre de points affichés est important. C’est pourquoi
nous étudions une nouvelle manière de montrer une projection bidimensionnelle à partir d’un nuage multidimensionnel : notre
modèle génératif construit une vue tabulaire d’un nuageprojeté. La méthode révèle le contenu des zones de fortedensité par
leur discrétisation non équidistribuée. Cette approche est une alternative à une carte auto-organisatrice lorsqu’une projection
alternative existe. La visualisation pixellisée résultante est illustrée en projetant un échantillon d’images réelles : il devient
possible d’observer comment sont disposés sur le plan les labels de classe ou bien les fréquences d’un ensemble de modalités
sans modification de la carte mentale en raison d’un changement de l’agrandissement du zoom par exemple. La conclusion
donne les perspectives de notre point de vue original qui aboutit à une représentation bien lisible d’une projection pour une
analyse des données des grands échantillons de données.

MOTS-CĹES : Analyse en Composantes Principales, Discrétisation, Modèle de mélange gaussien, Algorithme EM généralisé.

1. Introduction

Les méthodes de projection non linéairesM telles que [SAM 69] sont proposées dans la littérature afinde
projeter un échantillon de données{xi}

i=I
i=1 ; ces méthodes rappellent que le paradigme de la projection{yi =

M(xi)}
i=I
i=1 d’un nuage de données est une bonne manière de visualiser la structure de la distribution d’un ensemble

de données. Une alternative à ce point de vue est la méthode des cartes de Kohonen ou cartes auto-organisatrices
(SOM) [KOH 97] qui construit une projection tabulaire d’un nuage de données, avec les cellules voisines -du
tableau construit- suffisamment similaires dans l’espace des données pour préserver la structure de la distribution.
Cette façon de considérer une représentation visuelle des données est certainement plus aisément lisible qu’un
nuage bidimensionnel brut de projection aux nombreux points, car il devient alors difficile d’accéder à un point
en particulier quand bien même la distribution projetée apparaı̂t. Pour cette raison, certains outils de type zoom
sont généralement nécessaires, mais un zoom peut entraˆıner une perte de la localisation sur la projection puisque
la puissance de l’agrandissement est modifiée pour pallierun changement de densité locale dans l’organisation
des points, ce induisant une variation dans les distances relatives entre projetés. Comme ces familles de méthodes
projectives sont certainement complémentaires, et que lavisualisation tabulaire est aisément compréhensible, le
but de ce papier est de proposer une représentation matricielle probabiliste pour un nuage de données 2D.

Nous nous sommes intéressés à la représentation de données dans un tableau qui est organisé de la même
façon que sont disposées les données sur le plan, comme proposé dans notre modèle tabulaire : un modèle de
mélange de gaussiennes contraintes avec les moyennes disposées le long de lignes et colonnes libres de se déplacer
afin de révéler les zones de forte densité. Notre étude permet de construire des tables rapidement lisibles à partir
de corpus multimédia. Lorsque les cellules ou classes sontnombreuses comme dans le cas des bases de données
massives, une approche basée sur une visualisation au niveau du pixel devient nécessaire apportant une information
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pertinente et synthétique. Dans ce papier, nous présentons le modèle, nous donnons les cartes de pixels obtenues
pour un ensemble d’images et nous expliquons comment la fouille de données visuelle en bénéficie ; finalement
nous concluons par une discussion et des perspectives.

2. Le Modèle Tabulaire

Dans cette section, nous supposons qu’une méthode de typemappingM a été utilisée pour obtenir des co-
ordonnées bidimensionnellesyi = (yis)s=1,2 qui sont traitées afin d’obtenir une vue tabulaire d’un nuage de
données projetées. La base de l’algorithme est un modèlede mélange gaussien qui étend la méthode des K-means
[MAC 67] à une expression probabiliste avec une variable cachée classifiante. Un mélange de lois gaussiennes
s’écritP (yi) =

∑

1≤k≤K πkG(yi; mk, σ) avecK facteurs, composants ou clusters, où la k-ième densitéG est une
loi normale multidimensionnelle de moyennemk et de paramètre de la variance sphériqueσ. Le paramètreπk est
la probabilité qu’une observationyi appartienne au k-ième composant, il correspond alors à laproportion de points
dans le k-ième cluster. La log-vraisemblance des donnéesobservéesD suppose l’échantillon{yi}

i=I
i=1 i.i.d. à partir

d’une distribution de probabilité de densitéP (yi) et s’écritL(θ|D) =
∑

1≤i≤I log
{

∑

1≤k≤K πk G(yi; mk, σ)
}

où θ = (m1, m2, · · · , mK , π1, π2, · · · , πK−1, σ). L’inférence de ce modèle est réalisée en maximisant lalog-
vraisemblance dont la solution n’est pas analytiquement calculable. L’algorithme EM [DEM 77] résoud ce problème
par le biais de la vraisemblance complétéeL(θ, Z|D) =

∏

1≤i≤I πzi
G(yi; mzi

, σ) par la connaissance d’une
partitionZ, où zi est la variable latente dont la valeur inconnue discrète est dans l’ensemble des valeursK =
{1, 2, · · · , K}.

L’algorithme procède itérativement en deux pas, E (pourExpectation) et M (pourMaximization), en maximisant
Q(θ|θ(t)) l’espérance conditionnelle deL(θ, Z|D), étant donnée une estimation courante précédenteθ(t). Dans la
suite, nous contraignons les vecteursmk afin d’obtenir une représentation tabulaire.

2.1. Le mod̀ele

Nous construisons un rectangle régulier avecK1 colonnes etK2 lignes, tel quek s’écritk = K1×(k2−1)+k1,
(k1 = 1, . . . , K1; k2 = 1, . . . , K2), etK = K1K2. Posons :

mk =

[

mk,1

mk,2

]

avecmk,s =

∑

1≤ℓ≤k exp(uℓ,s)
∑

1≤ℓ≤Ks
exp(uℓ,s) + 1

,

où s ∈ {1, 2}, et uk,s est un paramètre réel inconnu qui peut être obtenu en maximisantQ(θ|θ(t)). Notre pa-
ramétrisation est telle que0 ≤ mk,s ≤ 1 afin d’obtenir une plus simple expression dans la suite. En remarque, la
constante additive1 dans le dénominateur demk,s peut être remplacée par n’importe quel réel positif, et la somme
dans le numérateur induit une direction topologique fixéepour les probabilités correspondantes : une variante
contrainte de la paramétrisation classiquesoft-max. Finalement, nous normalisons l’étendue des composantesvec-
torielles en calculant̃yis = (yis − mini(yis))/(maxi(yis) − mini(yis)) ; dans la suite, on supposeyis ainsi

normalisé. Dans ce cas, avecq
(t)
k (yi) = q

(t)
(k1,k2)

(yi) etπk = 1/K -en résumé afin de placer davantage de centres
dans les zones de forte densité-, nous proposons le nouveaucritère sensible aux marginales :

Qm(θ|θ(t)) ≡
∑

1≤s≤2

∑

1≤i≤I

∑

1≤k≤Ks

q
(t)
ks

(yi)(yis −mk,s)
2,

On a notéq(t)
ks

(yi) = q
(t)
k,s(yi) la marginale deq(t)

(k1,k2)(yi) surk1 si s = 2, et surk2 si s = 1 où q
(t)
(k1,k2)

(yi) ∝

π
(t)
(k1,k2)

G(yi; m
(t)
(k1,k2), σ

(t)) dénote une probabilité conditionnelle, étant donnéyi etθ(t).
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Une forme analytique exacte n’existe pas pour maximiser cette quantité, donc nous employons une montée de
gradient pour calculerm(t+1) = argmaxmQm(θ|θ(t)). En dérivant le critère, nous obtenons le vecteur de gradient
Dm

(t)
s avec pour composante de la dérivée relative àuℓ,s :

Dmℓ,s
(t) =

∑

1≤i≤I

∑

1≤k≤Ks

q
(t)
ks

(yi)(m
(t)
k,s − yis)(m

(t)
ℓ,s −m

(t)
ℓ−1,s)(δℓ≤k −m

(t)
k,s),

avecm0,s = 0, etδℓ≤k qui vaut un siℓ ≤ k et zéro sinon. Finalement, on pose le pas de gradient d’estimation :

u
(t+1)
ℓ,s = u

(t)
ℓ,s − ρ(t)

Dmℓ,s
(t)

avec unρ(t) décroissant bien choisi afin d’obtenir une solution stablepour nos paramètresuℓ,s. Un pas de Newton-

Raphson en calculant la HessienneHms

(t) est une alternative. Finalement, itérer le calcul deu
(t)
ℓ,s etσ(t) converge

vers un maximum (local). Nous notons avec un chapeau les paramètres finaux. Les centres résultants, dans l’es-
pace des données, sont facilement reconstruits à partir des vecteurŝmk par l’inverse de la translation précédent,
l’homothétie, et une rotation lorsque nécessaire, commeexpliqué ci-dessous.

2.2. La rotation

Lorsque l’inertie des données est mal orientée vis à vis des axes du repère, on peut préférer mettre en oeuvre
une rotation pour obtenir le maximum d’inertie expliquée par le modèle tabulaire. Une première approche dans le
choix d’une rotation optimale de la vue tabulaire le long desdirections de plus grande variance est d’ajouter des
matrices de covariance non sphériques dans les densités gaussiennes. Cette solution non explicite est remplacée
ici pas une rotation had hoc sur l’échantillon projeté. Nous ajoutons une transformation matricielle suryi telle que
nous remplaçonsyi par ȳ + W (yi − ȳ) où W est une matriceR2×2 et ȳ est la moyenne empirique des vecteurs

yi. Le gradient est modifié en remplaçantyis par ȳs +
∑

s′ w
(t)
ss′ ȳis′ où ȳis′ = (yis′ − ȳs′). Ajouter une contrainte

additive permet d’éviter une solution dégénérée. Uneplus élégante transformation est la vraie matrice de rotation
W (t), qui s’écrit, pour un angle de rotationα(t), et une mise à l’échelle implicite de facteurβ pour maintenir les
étendues des nouvelles coordonnées des projetés dans [0,1] :

W (t) =

[

cos α(t) −sin α(t)

sin α(t) cos α(t)

]

.

Finalement la première dérivéeDα
(t) et la secondeHα

(t) fournissent le pas de Newton-Raphsonα(t+1) = α(t) −
Dα

(t)/Hα
(t) qui, à la convergence, aboutit à la rotation désirée. Lemodèle complet amélioré partage les propriétés

intéressantes de plusieurs méthodes d’analyse des donn´ees comme expliqué dans la section d’illustration suivante.

3. Application à la visualisation

Le modèle tabulaire est similaire à une analyse en composante principale [LEB 84] linéaire discrétisée qui
donne une rotation identique : lorsque les centres sont assez nombreux, et avec une affectation aux classes non
lissées. La solution correspondante est équivalente à l’ACP car

∑

i ||yi − [ȳ + Ŵ−1(m̂ẑi
− ȳ)]||2 =

∑

i ||ȳi −

Ŵ−1 ˆ̄mẑi
||2 est alors minimal. La méthode est également liée à une discrétisation et une construction d’un histo-

gramme pour une variable bivarié : nous obtenons deux nouvelles variables discrètes, le long des lignes et des co-
lonnes, avec un choix d’intervalles sensible à la densitémarginale de la projection bivariée. Nous sommes capables
de voir le nuage de données d’une façon plus rapide et plus accessible. Il s’agit d’une approche complémentaire
aux solutions existantes en visualisation avec la forte perspective d’améliorer leur propre définition avec la contri-
bution de la densité locale du nuage de données.

Nous illustrons le modèle sur 500 images à partir d’un échantillon de 2000 images de chiffres digitalisés
en composantes binaires. La méthode de projection est ici LLE (Locally Linear Embedding) [ROW 00]. Cette
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méthode est très efficace lorsque les images traitées appartiennent à des classes d’objets de formes similaires car
des relations linéaires locales existent dans ce cas. Nousobtenons une projection de l’échantillon, lesyi sur la
Figure 1. Le modèle tabulaire permet de montrer le plan de projection discrétisé par une visualisation au niveau du
pixel qui est alors naturelle et apporte une représentation synthétique et potentiellement interactive. Etant donnée la
localisation des dix classes sur le plan discrétisé sur laFigure 1, chaque classe représentée par une carte de pixels,
nous obtenons la visualisation bien définie sur la Figure 2.
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FIG . 1. La projection LLE des 500 chiffres avec un paramètre de 6 plus proches voisins sur la gauche et les clusters
rectangulaires du mod̀ele tabulaire ŕesultants sur la droite.
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5 6 7 8 9

FIG . 2. Les 10 cartes de pixels illustrent le paradigme d’une représentation au niveau du pixel : ces cartes
(nuḿerot́ees par les labels chiffre) montrent d’une façon synthétique les relations pour le LLE entre les 10 classes
de chiffres . Une application potentiellement interactiveest de śelectionner une portion de la projection 2D origi-
nale et de d́ecouvrir sur les cartes de pixels la zone correspondantà la portion śelectionńee, avec des intensités de
couleur correspondantes aux taux de remplissage des labelsassocíes.

Il est alors possible de comparer le lieu des classes sur les cartes, sans nécessairement mémoriser précédemment
une quelconque carte ou superposer des densités bivariées complexes contrairement au cas de l’usuelle représentation
lissée du nuage de données projetées. Une information supplémentaire peut se placer au niveau du pixel. Par
exemple, en considérant une carte de pixels unique, il est possible de placer plusieurs classes à l’intérieur d’une
unique cellule. Il est également possible de remplacer leslabels de classe par un ensemble de variables ou moda-
lités. Cette approche est particulièrement intéressante notamment en fouille de données textuelles car des signifi-
cations contextuelles existent entre les mots.

4. Conclusion

Nous avons proposé une nouvelle manière d’explorer une projection de données par un modèle génératif qui
construit un tableau de classes à partir d’un nuage de donn´ees qui est généralement difficile à lire lorsque le
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nombre de points visualisés est important. Notre méthodeprésente des propriétés qui lui permettent d’effectuer
plusieurs traitements sur la projection afin d’obtenir une représentation finale interprétable : une rotation de type
ACP associée à une discrétisation de type percentile. Ils’agit d’une alternative à un découpage régulier du plande
projection afin de représenter davantage d’informations visuelles. La visualisation basée sur les pixels est introduite
pour montrer les cartes finales et permettre une comparaisondirecte des positions des classes toutes à la fois. La
méthode est indépendante du choix de la projection pour obtenir les points 2D. Il s’agit d’une alternative aux cartes
auto-organisatrices appliquées au données d’origine, lorsqu’une projection bidimensionnelle existe déjà par le biais
d’une autre méthode non linéaire. Cependant, une carte auto-organisatrice pourrait être utilisée pour analyser notre
projection 2D, au lieu du modèle tabulaire. La différencede l’approche est le risque de perdre le lieu exact des
points vis à vis de la projection d’origine. Cette alternative à notre travail doit être étudiée en complément à nos
travaux dans le futur. Des contraintes additives peuvent être utilisées pour améliorer le contenu tabulaire. Il semble
que la densité de la projection des nuages de données resteencore peu utilisée dans les outils actuels de visualisation
des données (massives). Une telle information peut s’utiliser pour mieux visualiser etzoomerla densité locale de
données 2D ou 3D.

5. Bibliographie

[DEM 77] DEMPSTERA., LAIRD N., RUBIN D., Maximum-likelihood from incomplete data via the em algorithm, J. Royal
Statist. Soc. Ser. B., 39, , 1977.

[KOH 97] KOHONEN T., Self-organizing maps, Springer, 1997.

[LEB 84] LEBART L., MORINEAU A., WARWICK K., Multivariate Descriptive Statistical Analysis, J. Wiley, 1984.

[MAC 67] M ACQUEEN J., Some Methods for Classification and Analysis of Multivariate Observations,5th Berkeley Symp.
Math. Stat. and Proba., vol. 1, 1967, p. 281-296.

[ROW 00] ROWEISS. T., SAUL L. K., Nonlinear Dimensionality Reduction by Locally Linear Embedding,Science, vol. 290,
no 5500, 2000, p. 2323–2326.

[SAM 69] SAMMON J., A nonlinear mapping for data structure analysis,IEEE Transactions on Computers, vol. 5, no 18C,
1969, p. 401-409.

� 180 �
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RÉSUMÉ. Nous évaluons différentes méthodes supervisées dans le cadre très particulier de la discrimination de protéines.
Les descripteurs étant automatiquement générés, nousavons utilisé lesn-grammes, nous nous retrouvons face à un double
problème : la taille de l’espace de représentation est tr`es élevée par rapport au nombre d’observations, d’un rapport de 4
à 300 selon le type de description choisi ; un grand nombre dedescripteurs ne sont pas pertinents pour la discrimination. Il
ressort nettement dans ce contexte que les méthodes linéaires telles que les SVM linéaires ou la régression PLS sontcelles
qui s’avèrent être les plus adaptées. En cela nous rejoignons un très grand nombre de publications où les SVM notamment
s’avèrent très performants. Une étude détaillée des résultats montre que ce succès repose essentiellement surla robustesse face
à la dimensionnalité qui devient, de fait, le critère le plus important dès lors que l’on traite des domaines où les descripteurs
sont générés automatiquement en grand nombre.

MOTS-CĹES : Bio-informatique, Fouille de données, Apprentissage supervisé, Catégorisation de textes,n-grammes

1. Introduction

L’annotation et le classement de protéines est une activité importante du biologiste. L’augmentation du volume
de données à traiter rend nécessaire l’automatisation de cette tâche. Ces dernières années, l’extraction de connais-
sances à partir de données [FAY 96] a permis de dégager un cadre qui rend reproductible le processus de classement
automatique des protéines à partir de leur structure primaire. En effet, une séquence de protéine est décrite par une
suite de caractères pris dans un alphabet de 20 signes. Le rapprochement avec les nombreux travaux réalisés dans
la catégorisation de textes est naturel [SEB 05]. Par rapport à un traitement standard, le traitement de données
non-structurées introduit une étape supplémentaire : l’extraction de descripteurs à partir de la description primaire
pour aboutir à un tableau de données exploitable par les algorithmes d’apprentissage.

Dans cet article, nous traitons de la discrimination de protéines à partir de leur structure primaire. Les protéines
sont regroupés en familles selon leur fonction. Il est admis que les protéines appartenant à la même famille ont
des structures identiques, encore faut-il pouvoir caract´eriser la similarité entre deux protéines. Notre objectif est de
construire une fonction de classement qui permet d’associer automatiquement une protéine à sa famille d’apparte-
nance.

Dans la section suivante, nous présentons la démarche de discrimination de protéines. Puis nous présentons
l’expérimentation que nous avons mis en place pour évaluer notre démarche. Nous concluons dans la 4ème et
dernière section.
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FIG . 1. Description native des séquences de protéines

2. La discrimination de protéines

Les fichiers utilisés dans cet article proviennent de la banque de données SCOP [MUR 95]. Pour chaque fa-
mille de protéines, nous disposons d’une série d’observations. Chaque observation est décrite par une chaı̂ne de
caractères de longueur variable (Figure 1). Traiter tellequelle cette description native avec les algorithmes usuels
de fouille de données n’est pas possible. Il nous faut les transformer de manière à disposer d’un tableau attribut-
valeur. En nous inspirant des résultats mis en avant dans lacatégorisation de textes, nous nous sommes tournés
vers la technique desn-grammes.

Un n-gramme correspond à une suite de caractères de longueurn. La transformation consiste à repérer tous
lesn-grammes possibles dans les fichiers. Chaquen-gramme correspond à un nouveau descripteur, nous signalons
dans la colonne la présence ou l’absence dun-gramme pour chaque observation constituant la base d’apprentissage.
Nous aboutissons donc à un tableau de données booléen (0/1). D’autres types de pondération peuvent être mis en
oeuvre : l’occurrence dun-gramme, sa fréquence, etc. Nos expérimentations montrent que ce choix pèse peu sur
les performances.

L’enjeu est de définir la longueur adéquate dun-gramme, la valeur den. Si elle est trop faible, par exemple si
nous fixonsn = 1, l’information capturée est trop pauvre, chaque caractère étant de surcroı̂t présent dans quasiment
toutes les séquences de protéines, la colonne correspondante sera remplie de1 (présence du1-gramme). Si la
valeur den est trop élevée, l’information capturée devient trop spécifique, nous nous heurtons à deux problèmes :
le nombre de colonnes du tableau d’apprentissage sera colossal, le nombre théorique de colonnes étant égal à20

n,
le calcul ne sera pas possible dans la plupart des cas ; chaquecolonne sera presque toujours remplie de0 (absence
dun-gramme). La longueurn ne peut donc être que la résultante d’un compromis, rien nenous indique au départ
sa valeur adéquate s’agissant de la discrimination de protéines. Notre expérience de la catégorisation de textes nous
a tout simplement montré que dans certains casn = 3 donne des résultats intéressants, dans la catégorisation de
nouvelles par exemple.

3. Expérimentation

3.1. Données et ḿethodes d’apprentissage

Pour évaluer notre approche, nous avons extrait5 familles de protéines au hasard de labanque de donńees
SCOP [MUR 95]. Nous disposons approximativement de50 observations par famille. Dans cet article, nous cher-
chons à discriminer les familles de protéines deux à deux, nous avons donc constitué10 fichiers de données
constitués d’une centaine d’observations.

A partir de la description native (Figure 1), nous avons construit des tableaux booléens de données en utilisant
le principe desn-grammes. Nous avons fait variern de 2 à 4. Si le nombre théorique de descripteurs que l’on
peut obtenir est égal à2n, dans la pratique, nous en observons largement moins à mesure quen augmente (400 en
moyenne pourn = 2 ; 6500 pourn = 3 ; 30000 pourn = 4).
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Methode Biais Variance
SVM Linéaire Linéaire Faible
PLS (2 axes) Linéaire Faible
Bayesien Naı̈f Linéaire Modérément faible
CART Non-linéaire Élevée
1-PPV Non-linéaire Élevée
SVM RBF Non-linéaire Faible

TAB . 1. Caract́eristiques des ḿethodes d’apprentissage utilisées

Concernant lesméthodes d’apprentissage, il existe une multitude de points de vue. Il est bien souventdifficile
d’en discerner clairement les caractéristiques. Dans notre cas, une bonne manière de procéder est de les positionner
selon leur mode de représentation d’une part, selon leur préférence d’apprentissage d’autre part (Tableau 1). Il est
possible de trouver une vue synthétique de ces algorithmes1 dans l’ouvrage de Hastie et al. [HAS 01].

Le premier indique la capacité de la méthode à retraduirela ”‘forme”’ d’un concept, nous distinguons les
modèles linéaires des modèles non-linéaires. A priori, nous avons toujours intérêt à choisir un modèle non-linéaire :
”‘qui peut le plus, peut le moins”’. En réalité, la situation est un peu plus compliquée. En effet, sur les données
synthétiques le ”‘concept”’ à apprendre existe vraimentpuisque artificiellement créé par le chercheur. Il en autre-
ment sur données réelles où la relation entre les descripteurs et la variable à prédire est une vue de l’esprit, nouses-
sayons de retraduire une hypothétique causalité avec unefonction mathématique. Cette (in)capacité à appréhender
les concepts se traduit généralement par le terme de ”‘biais”’ dans la littérature.

Le second critère, la préférence d’apprentissage, décrit le mode d’exploration des solutions mise en oeuvre
par l’algorithme, elle permet de restreindre la recherche.Bien souvent, mais ce n’est pas toujours le cas, les ca-
ractéristiques du mode d’exploration est retraduite par le critère à optimiser lors de l’apprentissage. A priori, nous
avons tout intérêt à choisir une méthode qui teste toutes les hypothèses possibles de manière à choisir la meilleure.
En réalité, ce n’est pas toujours vrai. En effet, le principal danger est de retrouver des particularités propres au
fichier d’apprentissage au détriment de la ”‘vraie”’ relation que nous voulons mettre en évidence. Notre situation
est d’autant plus difficile que nous traitons des données o`u le nombre de descripteurs est très élevé par rapport
aux observations, les fonctions de distributions conditionnelles sont mal estimées. Cette (in)stabilité par rapport au
fichier d’apprentissage se traduit généralement par le terme de ”‘variance”’ dans la littérature.

Les termes ”‘biais”’ et ”‘variance”’ sont également utilisés en référence aux composantes de l’erreur quadra-
tique, utilisée pour évaluer les performances des méthodes d’apprentissage.

3.2. Résultats

Les résultats de nos expérimentations sont résumés dans le tableau 2. Nous nous sommes intéressés au taux
de mauvais classement, le taux d’erreur, estimé par validation croisée. Deux résultats semblent s’imposer : les
méthodes à fort biais (linéaires) sont les meilleures ; lesn-grammes de longueurn = 2 suffisent largement dans la
discrimination des protéines.

Une lecture plus attentive des résultats relativise ces premières impressions. Nous pouvons nous attendre en
effet qu’un SVM avec un noyau RBF (radial basis function) s’en sorte mieux dans la mesure où il est capable
de retraduire des concepts plus complexes. Or nous constatons que c’est la méthode globalement la moins per-
formante. Second point important qui attire notre attention. Dans la plupart des cas, la qualité de l’apprentissage
se dégrade à mesure que l’on augmente la dimensionnalité(n = 3 et n = 4), sauf en ce qui concerne les arbres

1. Toutes ces méthodes sont implémentées et sont disponibles dans le logiciel TANAGRA (http ://eric.univ-
lyon2.fr/ ricco/tanagra). Dans le cas des SVM, nous appelons directement des bibliothèques externes (LIBSVM –
http ://www.csie.ntu.edu.tw/ cjlin/libsvm/)
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Methode 2-grammes 3-grammes 4-grammes
SVM Linéaire 0.032 0.038 0.081
PLS (2 axes) 0.041 0.048 0.102
Bayesien Naı̈f 0.048 0.071 0.248
CART 0.210 0.155 0.141
1-PPV 0.043 0.214 0.269
SVM RBF 0.063 0.130 0.479

TAB . 2. Moyenne du taux d’erreur selon les méthodes et le type de représentation

de décision. CART réalise automatiquement une sélection des attributs pertinents. Il semble que dans certains
casn = 4 propose un espace de description intéressant. Certes, CART est en retrait par rapport aux méthodes
linéaires, mais il faut surtout y voir un problème lié à la faiblesse des effectifs, les arbres souffrent très vite de la
fragmentation des données.

Nous pouvons dès lors nous demander si les bonnes performances pourn = 2 n’indiquent pas davantage
un apprentissage mieux assuré dans un espace réduit, plutôt que l’hypothétique mise en évidence de la longueur
”‘optimale”’ des n-grammes. De la même manière, nous pouvons nous demander si dans ce contexte, le fait que
les méthodes linéaires se placent en meilleure position ne soit pas tout simplement la conséquence de leur capacité
à résister à un espace sur-dimensionné et très bruité. En effet, en fixant une contrainte forte de représentation, la
méthode est moins soumise aux perturbations occasionnées par les descripteurs non-pertinents.

Pour évaluer l’effet de la dimensionnalité lorsquen = 3, nous avons introduit une méthode de sélection de
variables très simple. Nous avons choisi dans chaque fichier les 30 descripteurs les plus corrélés avec la variable
à prédire. Il apparaı̂t dans ce cas que les SVM(RBF) et 1-PPV présentent des performances se rapprochant des
méthodes linéaires.

4. Conclusion

Nous avons développé une approche inspirée de la catégorisation de textes pour résoudre un problème de discri-
mination de protéines. Il apparaı̂t que l’utilisation desn-grammes permet d’extraire des descripteurs performants.
Les méthodes linéaires s’imposent par la suite pour fournir des taux d’erreur de classement faibles. Une étude
détaillée des expérimentations semble indiquer que ce résultat repose avant tout sur la capacité de ces méthodesà
résister aux espaces de représentation sur-dimensionn´es, avec de nombreux descripteurs non-pertinents.

Ces résultats nous suggèrent la voie à suivre pour l’amélioration de notre processus de discrimination des
protéines : développer des méthodes efficaces de sélection de variables pour ne pas perturber l’apprentissage ;
lever la restriction sur la taillen desn-grammes et donc proposer une procédure pour extraire des descripteurs
de longueur variable. Ici également, il nous faudra restreindre fortement l’espace de recherche, l’utilisation des
techniques fondées sur la recherche des co-occurrences significatives desn-grammes semble une piste intéressante.
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chies

Sahondra Ravonialimanana, Henri Ralambondrainy, Jean Diatta
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RÉSUMÉ. Nous définissons la notion de hiérarchie semi-floue à partir de celle de hiérarchie classique. Nous proposons des
indices mesurant d’une part l’imbrication d’un ensemble flou dans une hiérarchie semi-floue, et d’autre part l’imbrication
d’une hiérarchie semi-floue dans une autre. Ces indices sont des outils permettant de comparer deux hiérarchies classiques.

MOTS-CLÉS : classification, hiérarchie, ensemble flou

1. Introduction

Les méthodes de Classification Ascendante Hiérarchiques (CAH)[2] structurent des données usuelles en une
hiérarchie d’ensembles classiques. Dans ce papier, nous montrons que de tels algorithmes produisent sur un ensem-
ble flou [1] une structure particulière que nous qualifions de hiérarchie semi-floue généralisant celle de hiérarchie
classique. Puis, en partant de l’indice de Kosko [3], nous proposons des indices mesurant d’une part l’imbrication
d’un ensemble flou dans une hiérarchie semi-floue, et d’autre-part l’imbrication d’une hiérarchie semi-floue dans
une autre. Ces indices sont des outils permettant de comparer deux hiérarchies classiques.

2. Hiérarchies semi-floues

2.1. Rappels sur les ensembles flous

On note X le référentiel, un ensemble fini d’observations, de cardinal n. Un sous ensemble flou h de X est
défini par une fonction d’appartenance mh � ��� ��X . Le support de mh est l’ensemble supp�mh� � fx �
X�mh�x� �� �g ; F�X� désigne l’ensemble des sous-ensembles flous de X. Nous adopterons les opérations
ensemblistes usuelles suivantes sur F�X� : égalité : h � h � �� mh � mh� , inclusion : h � h� �� mh �
mh� , intersection : mh�h� � mh �mh� . Muni de l’ordre d’inclusion F�X� a un plus petit élément m � noté 0 et
un plus grand élément mX noté 1. Un ensemble flou sera désigné indifféremment par h ou mh�

2.2. Hiérarchies semi-floues

Soit H une hiérarchie totale sur X. En identifiant les sous-ensembles de X à leurs fonctions caractéristiques
respectives, les propriétés deH peuvent s’exprimer comme suit :
1) 1 � H� 2) �H�H � � H � �H�H� � �H � �H� � f�H ��H� ,0g� 3) �x � X � �fxg � H�
Cela nous conduit à la définition suivante d’une hiérarchie semi-floue :

Définition 2.1 Une hiérarchie semi-floue F est une famille de sous-ensembles flous de F�X� vérifiant :
B1) 1 � F � B2) �h� h� � F � mh�h� � mh � mh� � fmh�mh� ,0g� B3) �x � X � mfxg � F � où pour
x � X� mfxg désignera un ensemble flou dont le support est fxg�
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La propriété (B2) signifie que deux classes h� h� d’une hiérarchie semi-floue sont telles que mh � mh� ou mh� �
mh ou supp�mh� � supp�m

�
h� � 	. Les partitions associées à une hiérarchie semi-floue ne sont pas des partitions

floues au sens de [4]. Un élément appartient à un certain degré à une classe mais les supports des classes sont
d’intersection vide comme dans le cas des partitions classiques. Si F est une hiérarchie semi-floue sur X, alors
il est facile de voir que HF � fH � supp�mh��h � Fgg est une hiérarchie classique. On dira que HF est le
support de la hiérarchie et l’on noteraHF � supp�F��

2.3. Construction d’une hiérarchie semi-floue

Une manière simple pour construire une hiérarchie semi-floue est d’utiliser un algorithme classique de CAH sur
un ensemble flou donné. Soit A un ensemble flou dont le support est X, et 	 un indice de dissimilarité défini sur
P�X�, déterminé à partir de la fonction d’appartenance mA et d’un indice d’agrégation classique �. Par exemple,
l’indice défini pour tout h� h � � P�X� par

	�h� h�� �
��h� h��

�
x�hmA�x���
x��h�mA�x���

agrégera des classes en tenant compte de la dissimilarité entre les classes et du degré d’appartenance des éléments
aux classes.

Proposition 2.1 Soit A un ensemble flou dont le support est X et H une hiérarchie classique totale sur X.
L’ensemble F � fmH jH � Hg tel que :

1. �x� y � X� mfxg�x� � mA�x��

2. H �� X� mH �y� � 
x�Hmfxg�y��

3. mX � ��
est une hiérarchie semi-floue dont le support est H.

Démonstration. Par définition de F , il est facile de voir que les propriétés B� et B
 sont vérifiées par F �
Remarquons que si y � H alors mH �y� � 
x�Hmfxg�y� � mfyg�y� et que si y �� H�mH�y� � �� Autrement
dit H � supp�mH �� Etudions la propriété (B2). Soient mH �mH� � F � Si H �H � � 	 alors mH � mH� � 0.
En effet, si y � X� alors mH �mH� �y� �� � si et seulement si mH �y� �� � et mH� �y� �� � c.-à-d. pour y � H
et y � H �� Si H � H � � 	 alors il n’existe pas de tel y et donc mH � mH� � 0. Si H � H � �� 	, comme H
est une hiérarchie, on peut supposer H � H �� et clairement mH � 
x�Hmfxg � mH� � 
x��H�mfx�g et alors
mH �mH� � mH � �

Il est facile de voir que si A � X c.-à-d. mA � �� alors la hiérarchie semi-floue F associée à une hiérarchie
classique totaleH sur X est H�

2.4. Imbrication de deux ensembles flous

Dans cette partie, nous définissons des indices d’imbrication plus généraux à partir de l’indice de Kosko [3] qui
mesure l’imbrication d’ensembles flous, .

Définition 2.2 La magnitude d’une classe floue h est définie par : M �h� �
P

x�X mh�x��

Pour un ensemble fini classiqueH, on aM �H� � card�H��Le degré d’imbrication d’une classe h dans une classe
h� est mesuré par la proportion, au sens de la magnitude, des éléments de h appartenant à h�� Plus précisément, on
a :

Définition 2.3 Etant donnés h� h�, deux éléments de F�X�, l’imbrication de h dans h� est définie par :

S�h� h�� �
M �h
T
h��

M �h�
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Lorsque H et H � sont des ensembles finis classiques, l’imbrication de H dans H � s’écrit :

S�H�H �� �
M �H

T
H��

M �H�
�

card�H
T
H��

card�H�

On a les propriétés suivantes :

Proposition 2.2 Pour tout h� h�� h�� � F�X� et pour tout x � X on a :

1. S�fxg� h� � mh�x� ;

2. S�h� 	� � � ;

3. h � h� �� S�h� h�� � � ;

4. h� � h �� � � S�h� h�� � � ;

5. h
T
h� � 	 �� S�h� h�� � S�h�� h� � � ;

6. h� � h�� � S�h� h�� � S�h� h��� .

2.5. Imbrication d’un sous ensemble flou dans une hiérarchie semi-floue

Dans cette section, on se donne une hiérarchie semi-floue F . La stratégie adoptée pour mesurer l’imbrication
d’un sous ensemble flou Y dans une hiérarchie semi-floueF est la suivante : on commence par ”situer” l’ensemble
Y dans la hiérarchie, c.-à-d. on recherche d’une part la plus petite classe de F contenant Y (c.-à-d. Y ) et d’autre
part les éléments de F maximaux parmi ceux contenus dans Y� Puis, on calcule aussi bien le degré d’imbrication
de Y dans ces éléments maximaux que le degré d’imbrication de Y dans Y .

SiE est une famille de sous-ensembles flous, en considérant l’ensemble ordonné �F�X����, on noteMax�E�
(respectivement Min�E�) l’ensemble des éléments maximaux (respectivement minimaux) deE. Soit un ensemble
flou non vide Y � F�X�. On désigne par Y u l’ensemble des classes de F qui majorent Y et Y l l’ensemble des
classes deF qui minorent Y . Soit Y � Min�Y u�. Pour tout h� h� � Y u, on a Y � h et Y � h��Donc Y � h�h��
Comme F est une hiérarchie semi-floue, on a h � h� ou h� � h de sorte que Y u est une chaı̂ne qui admet un
seul élément minimal qui en est donc son plus petit élément : Y � Min�Y u�� On assimilera Y à cet élément
unique. Y existe toujours car Y � X et 1� F . On note Y l’ensemble des minorants de Y maximaux dans Y l :
Y � Max�Y l�� Le degré d’imbrication d’un sous ensemble flou Y dans une hiérarchie semi-floue F est mesuré
par :

S�Y�F� �
�

� � jY j
�S�Y � Y � �

X

y�Y

S�Y� y���

On a la proposition :

Proposition 2.3 SoitF une hiérarchie semi-floue, on a :

1. � � S�Y�F� � � ;

2. Y � F �� S�Y�F� � ��

Cette proposition nous permet de considérer une hiérarchie semi-floue comme un ensemble flou de F�F�X��
muni de la fonction d’appartenance mF �Y � � S�Y�F�.

3. Comparaison de deux hiérarchies semi-floues

Soient F� et F� deux hiérarchies semi-floues définies sur un ensemble X� L’inclusion de F� dans F� est
l’inclusion ensembliste classique : F� � F� �� ��h � F� � h � F��� Soient Y � X et FY une hiérarchie
semi-floue définie sur Y� et F une hiérarchie semi-floue sur X� On dira que FY � F si ��h � FY � h � F�� La
magnitude d’une hiérarchie semi-floue F a pour expression M �F� �

P
Y �F�X�mF �Y ��
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FIG. 1. Comparaison de hiérarchies

3.1. Imbrication d’une hiérarchie semi-floue dans une autre hiérarchie semi-floue

Soient deux hiérarchies floues F� et F� sur X. L’ensemble flou F�
T
F� a pour fonction d’appartenance

mF�

T
F�

� mF�
�mF�

� L’imbrication de F� dans F� est mesurée par :

S�F��F�� �
M �F�

T
F��

M �F��

où M �F�
T
F�� �

P
Y �F�X�mF�

�mF�
�Y �� Les propriétés de cet indice d’imbrication sont résumées ci-

dessous

Proposition 3.1 SoientF� et F� deux hiérarchies semi-floues sur X alors :

1. S�F��F�� � �� F� � F��

2. S�F��F�� � S�F��F�� � �� F� � F��

3. S�F��F�� � � et S�F��F�� � � impliquent S�F��F�� � ��

4. � � S�F��F�� � ��

5. Si F� � F� et �h� � F�� h� � F� tel que h� � h� alors : � Y � F�X�� S�Y�F�� � S�Y�F���

6. Soient A�B � X� FA�FB des hiérarchies semi-floues quelconques définies respectivement sur A et B.
Alors A �B � 	 est équivalent à S�FA�FB� � S�FB �FA� � ��

3.2. Imbrication de hiérarchies classiques

Les indices d’imbrication définis précédemment s’appliquent aux hiérarchies classiques car ces dernières sont
des cas particuliers des hiérarchies semi-floues. La Figure 1 présente deux hiérarchies classiquesH� etH� ayant 13
classes et qui diffèrent par les classes h�� et c��. Les ensembles considérés pour le calcul des degrés d’imbrication
mutuels de H� et H� sont les classes de H� �H� � fh�� ���� h��� c��� c��g. L’expression du degré d’imbrication

de deux classes h� h� utilisée est S�h� h�� � M�h
T
h��

M�h� � card�h
T
h��

card�h� (cf. définition 2.3). Le tableau 1 donne les
éléments utiles permettant de calculer :

– S�h���H�� � S�c���h����S�h�� �x���S�h���x��
� � ��������	���	

� � �����

– S�c���H�� � S�h���c����S�c���x���S�c�� �h���
�

� ���	
������������
�

� ������

– M �H�� � �
� S�c���H�� � �
� ����

– M �H�� � �
� S�h���H�� � �
� ���

– M �H��H�� � ���
i��S�hi�H�� � S�h���H�� � S�c���H�� � S�c���H�� � �
����

On trouve S�H��H�� � M�H��H��
M�H�� � �� �� et S�H��H�� � M�H��H��

M�H�� � �� ���
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TAB. 1. Eléments pour le calcul des degrés d’imbrication mutuelle de H1 et de H2
Y y Y S�Y � Y � S�Y� y� S�Y�H�� Y y Y S�Y � Y � S�Y� y� S�Y�H��

h� c� c� 1 1 1 c� h� h� 1 1 1
h� c� c� 1 1 1 c� h� h� 1 1 1
h�� c�� c�� 1 1 1 c�� h�� h�� 1 1 1
h�� c�� c�� 1 1 1 c�� h�� h�� 1 1 1
h�� x� c�� 0,286 0,5 c�� h�� h�� 0,857 0,833
h�� x
 0,5 0,428 c�� x� 0,166 0,618
h�� c�� c�� 1 1 1 c�� h�� h�� 1 1 1

4. Conclusion

Dans ce papier, nous avons introduit la notion de hiérarchie semi-floue en associant une fonction d’appartenance
floue à chaque classe d’une hiérarchie usuelle. Par ailleurs, nous avons proposé un indice permettant de mesurer le
degré d’imbrication entre deux hiérarchies classiques ou semi-floues.
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RÉSUMÉ. Cet article présente les premiers résultats d’une expérience menée dans le cadre de la cartographie d’un 
corpus de documents médicaux. Notre objectif est de proposer à des experts dans le domaine de la santé (médecins, 
documentalistes, etc.) des vues globales sur des corpus situés dans ce domaine. Afin de fournir de telles vues, nous 
utilisons la plate-forme ProxiDocs de cartographie et de catégorisation de corpus permettant de prendre en 
considération les particularités du domaine médical. Les cartes ainsi construites à partir du corpus d’étude 
permettent de visualiser des proximités et des regroupements entre documents du corpus.

MOTS-CLÉS : Cartographie de Corpus, Catégorisation de Textes, Terminologies Médicales, Indexation

1 Introduction
Cet article présente les résultats d’une expérience récente menée dans le cadre de la cartographie d’un 
corpus de documents du domaine médical. Après avoir présenté la problématique générale de la 
représentation visuelle d’ensembles documentaires, nous précisons nos objectifs à travers la cartographie 
d’un corpus de documents médicaux. La deuxième partie détaille le corpus d’étude ainsi que la méthode 
de cartographie exploitée. La troisième partie présente la carte construite à partir du corpus d’étude et une 
analyse détaillée de cette carte. Enfin, nous concluons sur les résultats obtenus.

2 Cadre de travail
Le nombre de documents électroniques textuels produits et échangés chaque jour ne cesse de croître. Afin 
d’isoler les principales informations contenues dans des ensembles de documents, il peut être intéressant 
d’en proposer des représentations globales. Depuis quelques années, des outils d’analyse textuelle 
exploitent une technique de visualisation particulière appelée cartographie. À la manière d’une carte 
routière mettant en évidence des villes et des routes les reliant, une carte d’un ensemble de données 
textuelles met en évidence des proximités sémantiques et des liens entre entités textuelles, tels des mots, 
des textes, etc. Depuis 2001, les métamoteurs de recherche cartographiques KartOO
(http://www.kartoo.com) et MapStan (http://www.mapstan.net) sont disponibles sur l’Internet. De 
nombreux logiciels dédiés à l’analyse de données textuelles proposent également des résultats d’analyses 
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sous forme de cartes. Parmi ces logiciels, nous pouvons citer Hyperbase d’Etienne Brunet, BI de Michel 
Kerbaol ou encore Lexico3 de l’équipe CLA2T de Paris III.
Les documents scientifiques dans le domaine de la santé ne sont pas épargnés par l’essor du numérique. 
Plusieurs projets se donnent alors pour objectif de guider les utilisateurs dans leur recherche d'information 
en santé. Ainsi, la fondation Suisse HON (Health On the Net – http://www.hon.ch) propose un portail vers 
une information de santé de qualité dans plusieurs langues européennes. La base documentaire 
MEDLINE® (http://www.pubmed.gov) recense l'ensemble des publications scientifiques dans le domaine 
de la santé depuis plusieurs décennies. Depuis 1995, le Catalogue et Index des Sites Médicaux 
Francophones (CISMeF – http://www.cismef.org) recense des ressources de santé institutionnelles à 
l'usage des professionnels de santé, des étudiants en médecine et du grand public. Afin de retrouver des 
informations pertinentes dans de tels ensembles documentaires, les méthodes traditionnelles consistent à 
interroger des bases documentaires à l'aide de mots-clés fournis aux moteurs de recherche dédiés. Notre
objectif est de proposer à des experts de la santé (médecins, documentalistes, etc.) des vues globales sur 
des ensembles de documents médicaux. De telles vues doivent permettre de localiser les principales 
informations contenues dans l’ensemble documentaire, mais aussi des similarités et des différences entre 
documents de l’ensemble. Pour ce faire, nous proposons d’utiliser la plate-forme ProxiDocs de 
cartographie et de catégorisation de corpus [ROY 05] à laquelle des informations liées au domaine de la 
santé ont été intégrées.

3 Présentation du corpus et de la méthode de cartographie

3.1 Corpus d’étude
Pour cette étude, nous avons travaillé avec un corpus de 70 ressources1 extraites aléatoirement du 
catalogue CISMeF dans le cadre de différentes campagnes d'évaluation de systèmes d'indexation 
automatique. Chaque ressource du corpus de travail comporte une indexation à l'aide de descripteurs du 
thésaurus MeSH® (Medical Subject Headings). Cette indexation se présente sous la forme d’une liste 
pondérée de mots-clés ou de paires mot-clé/qualificatif issus du MeSH. La pondération « majeur » dénote 
les thèmes traités en profondeur dans la ressource, et la pondération « mineur » signale les thèmes traités 
plus succinctement. 

3.2 Méthode de construction des cartes
La catégorisation du corpus en spécialités médicales est effectuée grâce à un outil bibliométrique [DAR 
05] utilisant récursivement l'algorithme de catégorisation décrit dans [NEV 04]. Cet algorithme est fondé 
sur l'indexation MeSH des ressources, et exploite les liens sémantiques existant entre les mots-clés MeSH 
et les spécialités médicales d'une part, les qualificatifs MeSH et les spécialités médicales d'autre part. 
Ainsi, chaque descripteur MeSH attribué à une ressource permet de catégoriser la ressource sous la (les) 
spécialité(s) médicale(s) auxquelles renvoie le descripteur. Par exemple, une ressource indexée avec le 
mot-clé <diabète> relève de la spécialité « endocrinologie ». Le score attribué à « endocrinologie » sera 
de 100 si <diabète> est un thème majeur pour la ressource et de 1 si c'est un thème mineur. À partir du 
classement des spécialités établi avec la méthode précédente sur le corpus d’étude, nous obtenons une 
information globale sur cet ensemble. 
Les spécialités ainsi classées servent de point de départ à la cartographie de l’ensemble documentaire. Le 
premier traitement réalisé consiste à attribuer une structure vectorielle à chaque ressource : une ressource 
est représenté par un vecteur de nombres réels compris dans un espace de dimension égale au nombre de 
spécialités où chaque coordonnée du vecteur est le score de la spécialité correspondante, l’ordre des 
coordonnées dans le vecteur étant similaire au classement global des spécialités. Les scores des spécialités 
de chaque ressource sont déterminés à l’aide de la méthode précédente, mais en ne prenant cette fois-ci en 

                                                     
1 Afin de rendre compte de la multiplicité des documents électroniques que cela soit du point de vue de leurs formats ou des 

usages auxquels ils sont destinés, nous utiliserons  le terme de « ressource ».

� 191 �



considération que la ressource et non la globalité du corpus. De cette manière, une ressource est 
représentée de la façon suivante :

VecteurRes = (ScoreVirology(Res), ScoreInfectiology(Res), ScoreVirology(Res), etc.)

Si des spécialités apparaissant dans l’ensemble ne sont pas présentes dans la ressource, des valeurs nulles 
sont placées aux coordonnées correspondantes dans le vecteur. Ce processus est alors répété pour chaque 
ressource de l’ensemble étudié. Ainsi, un espace de grande dimension où les ressources prennent place a 
pu être construit. 
Dans notre étude, 78 spécialités (sur 126) ont été utilisées pour catégoriser l’ensemble des ressources à 
l’aide de la méthode précédente ; l’espace des ressources possède donc 78 dimensions. Afin de visualiser 
graphiquement les documents prenant place dans un tel espace, nous avons choisi d’en réaliser une 
projection vers un espace à deux dimensions. La plate-forme ProxiDocs permet de réaliser cette opération 
selon différentes méthodes statistiques (cf. [ROY 04] pour plus de détails sur ces méthodes). Dans cette 
étude nous avons choisi d’utiliser la méthode de projection de Sammon pour les résultats satisfaisants 
qu’elle donne dans la projection d’espaces de grande dimension [SAM 69]. Des Analyses en Composantes 
Principales [BOU 80] et des Analyses Factorielles des Correspondances [BEN 80] ont également réalisées 
à l’aide de la plate-forme dans cette étude, mais les résultats obtenus se sont révélés moins pertinents.

Entrée : un espace de ressources à n dimensions (n > 2)
Sortie : un espace à deux dimensions où les ressources prennent place 

1. Placer chaque ressource aléatoirement dans l'espace d'arrivée à deux dimensions (le 
placement aléatoire se fait dans [0,1]²).

2. Pour chacune des ressources de l’ensemble : tester si les distances euclidiennes dans 
l'espace de départ à n dimensions entre la ressource courante et les autres ressources 
sont respectées dans l’espace d’arrivée à 2 dimensions (une faible constante près fixée 
empiriquement). 

3. Si ce n'est pas le cas, les autres ressources peuvent effectuer un déplacement minimal 
(valeur du déplacement minimal donnée en entrée de l’algorithme) dans l’espace à 2 
dimensions afin de « tendre » vers une situation où les distances entre chacune des 
ressources sont respectées dans l’espace à 2 dimensions.

4. Reprendre à l'étape 2. jusqu'à ce que les distances entre chaque ressource soient 
respectées entre l’espace de départ à n dimensions et l’espace d’arrivée à 2 dimensions.

Afin de mettre en évidence des regroupements entre les ressources ainsi projetées, nous avons choisi 
d’appliquer une Catégorisation Hiérarchique Ascendante (CHA) [BOU 80]. Son fonctionnement dans le 
cadre de notre étude peut se résumer par les deux étapes suivantes :

Entrée : un espace de ressources prenant place dans un espace à 2 dimensions
Sortie : un ensemble de n groupes de ressources, le nombre n étant choisi empiriquement par 
l’utilisateur 

1. Parmi les entités à catégoriser, chercher les deux entités les plus proches (c'est-à-dire, 
dont la distance euclidienne est la plus petite) dans l’espace à deux dimensions. Ces deux 
entités sont ensuite agrégées en un nouveau groupe.

2. Calculer les distances entre le nouveau groupe et les entités restantes. La configuration est 
alors identique à celle de l’étape 1, hormis que l’on a seulement n-1 entités à classer.

Et ainsi de suite, on cherche de nouveau les deux entités les plus proches, que l’on agrége et ceci jusqu’à 
obtenir le nombre de groupes choisis par l’utilisateur. 
Une fois les étapes de projection et de catégorisation réalisées, nous retournons des représentations 
graphiques de l’ensemble documentaire que nous appelons des cartes. Ces cartes permettent alors à 
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l’utilisateur de naviguer sur l’ensemble et de visualiser de façon interactive différentes informations, telles 
des regroupements entre ressources de l’ensemble. La partie suivante de cet article présente en détails une 
carte obtenue à partir du corpus d’étude.

4 Cartographie du corpus d’étude
Dans cette partie, nous présentons une carte construite selon la méthode détaillée précédemment à partir 
du corpus catégorisé en spécialités médicales. Cette carte met visuellement en évidence 12 groupes de 
ressources obtenus par CHA (nombre de groupes choisi empiriquement).

Figure 1 : Carte du corpus construite avec la plate-forme ProxiDocs. Version interactive de cette carte au 
format SVG : http://www.info.unicaen.fr/~troy/cismef/

Chaque groupe de ressources est représenté par un disque de taille proportionnelle à sa cardinalité. La 
couleur attribuée à chaque disque correspond à sa spécialité majoritaire, c'est-à-dire celle ayant le score le 
plus élevé dans les ressources du groupe. Une légende attribuant une couleur aux 15 spécialités 
majoritaires dans les groupes est disponible sur la partie droite de la figure. Chaque groupe est caractérisé 
par ses cinq spécialités de score le plus élevé. Chaque disque sur la carte est un lien hypertexte vers un 
rapport détaillé sur les propriétés du groupe. La carte révèle des regroupements entre ressources du corpus 
d’étude par rapport aux spécialités médicales. 
Afin de construire cette carte, nous n’avons pris en considération que des spécialités médicales principales 
relevant d’un domaine médical (comme infectiology, virology, neurology, etc.). Les spécialités médicales 
dites transversales, c'est-à-dire des spécialités ne constituant pas un tout et étant applicables aux spécialités 
médicales principales, n’ont pas été prises en considération dans la cartographie (nous avons par exemple 
comme spécialités médicales transversales : therapeutics, anatomy, diagnosis, economics, ethics, 
organization and administration, etc.). La carte ne révèle donc que les domaines médicaux abordés dans 
le corpus et non les moyens de mettre en œuvre de tels domaines. Dans une étude préliminaire conservant 
l’ensemble des spécialités au même niveau, nous avions observe une influence significative des spécialités 
transversales sur la construction des cartes. La prise en considération de ces spécialités, globalement 
majoritaires dans l’ensemble des groupes, avait pour effet de masquer les thématiques dénotées par les 
spécialités principales. Il semblait donc plus pertinent de les étudier séparément.   
La carte ainsi met en évidence la répartition des spécialités principales dans le corpus d’étude. Le groupe 1 
sur la carte possède 36 ressources, les trois spécialités majoritaires dans ce groupe sont infectiology, 
bacteriology et preventive medecine. Un parcours rapide des ressources de ce groupe révèle qu’elles 
abordent des thématiques assez variées, certes liées aux spécialités principales, mais sans réelle lien entre 
les ressources. Au contraire le groupe 2 contenant 11 ressources et possédant comme spécialité majoritaire 
virology, infectiology et preventive medecine regroupe des ressources toutes étroitement liées au domaine 
de la virologie (par exemple, sur des ressources traitant du virus de la grippe et des différents vaccins 

Groupe 1

Groupe 2

� 193 �



existants contre ce virus). Ce phénomène se retrouvent dans une très grande majorité des autres groupes de 
la carte : les ressources abordent des thématiques étroitement liées aux spécialités majoritaires du groupe 
les contenant. 

5 Conclusion 
Nous avons présenté dans cet article les premiers résultats d’une expérience dédiée à la cartographie d’un 
corpus du domaine médical. La carte ainsi construite a permis de visualiser des proximités et des 
différences entre documents. Cette carte a révélé une répartition des spécialités très différentes de celle 
obtenue lors de l’analyse globale du corpus. Ainsi, des groupes de documents de spécialités majoritaires 
particulièrement « enfouies » dans le classement global du corpus ont pu être mis en évidence. D’une 
certaine manière, des signaux faibles dans l’analyse globale du corpus sont ressortis à travers la carte, ceci 
à l’aide d’une prise en considération d’un niveau d’analyse de granularité différente : le groupe de 
documents. 
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RÉSUMÉ.Dans le cadre du diagnostic de défauts dans le domaine ferroviaire, cet article propose une méthode pour le débruitage
de signaux, mise en œuvre par un algorithme EM généralisé (GEM). La méthode proposée est basée sur un modèle de régression
dans lequel le bruit, supposé additif, est distribué suivant un mélange de densités normales. Des simulations menées sur des
signaux simulés mettent en évidence de bons résultats de l’algorithme proposé.

MOTS-CLÉS :Modèle de mélange, régression, algorithmes EM et GEM, débruitage de signaux, bruit non symétrique

1. Introduction

Dans le cadre du diagnostic du système de transmission voie-machine dans le domaine ferroviaire [FES 01],
nous avons été amenés à débruiter puis à paramétriser des signaux d’inspection ferroviaire. La méthode proposée
dans cet article pour réaliser simultanément ces deux tâches est basée sur un modèle de régression ; les coefficients
de régression étant directement utilisés comme paramètres. Les modèles de mélange [MCL 00] très utilisés dans le
domaine de la classification automatique pour modéliser despopulations hétérogènes, sont utilisés ici comme dis-
tribution du bruit dont la structure physique est complexe.Dans la seconde section, notre modèle de régression est
détaillé ; la troisième section présente l’algorithme utilisé pour estimer les paramètres du modèle ; enfin une étude
expérimentale menée sur des signaux simulés, dont les paramètres sont connus, est effectuée dans la quatrième
section pour évaluer la méthode proposée.

2. Bruit additif et modèle de mélange

Nous représentons chaque signal par un échantillon indépendant((x1, y1), . . . , (xn, yn)) où les variablesx
et y, définies surIR, représentent respectivement la variable indépendante (par exemple le temps) et la variable
dépendante (le signal à un instant donnéx). Les fonctions de régression polynômiales du second degréont été
choisies pour leur cohérence avec notre application. Touteautre classe de fonctions de régression linéaires est
utilisable. Un signal observé est donc modélisé par

y = ax2 + bx + c + ε,

oùε est un bruit additif dont la distribution est indépendante dex. Habituellement,ε est un bruit distribué suivant
une densité normale de moyenne nulle (bruit électronique centré par exemple) et l’estimation des paramètres du
modèle revient à résoudre un problème classique de moindrescarrés. Dans notre application, la présence d’une
source supplémentaire de bruit liée au processus de mesure nous a conduit à considérer que le bruitε était distribué
suivant le mélange de deux densités normales

f(ε) = π1N (ε; 0, σ2
1) + π2N (ε; µ, σ2

2),
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oùN (·; µ, σ2) est la densité normale de moyenneµ et de varianceσ2, etπ1, π2 sont les proportions du mélange
vérifiant

∑2
k=1 πk = 1. Les composantesN (·; 0, σ2

1) etN (·; µ, σ2
2) du mélange sont relatives aux deux sources

de bruit évoquées. La flexibilité bien connue des modèles de mélange permet au modèle de régression considéré
de gérer aussi bien des bruits additifs symétriques que non-symétriques [BAR 05] comme c’est le cas dans notre
application. La section suivante montre comment les paramètres du modèle proposé peuvent être estimés.

3. Estimation des paramètres par un algorithme EM généralisé

Les paramètres du modèle sont estimés par maximisation de lalog-vraisemblance qui peut s’écrire

L(Ψ; x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =

n∑

i=1

log
[ K∑

k=1

πkN
(
yi ; ax2

i + bxi + ck, σ2
k

)]
,

oùK = 2 etΨ = (a, b, c1, c2, π1, π2, σ
2
1 , σ

2
2), avecc1 = c etc2 = c+µ. Cette écriture de la vraisemblance montre

clairement que le modèle proposé est un mélange de régressions [DES 88] contraint, puisque les coefficientsa etb
sont les mêmes pour chaque composante du mélange. La log-vraisemblance étant difficile à maximiser directement,
l’algorithme EM [DEM 77] est utilisé pour effectuer la maximisation. A partir d’un vecteur paramètre initialΨ

(0),
l’algorithme EM consiste alors à répéter les deux étapes suivantes jusqu’à la convergence.

Etape E (Espérance)Cette étape consiste à calculer l’espéranceQ(Ψ;Ψ(q)) de la vraisemblance complétée
conditionnellement aux données observées et au vecteur paramètre courantΨ(q). Elle nécessite principalement de

calculer les probabilités a posteriorit
(q)
ik =

π
(q)
k
N (yi; a(q)x2

i +b(q)xi+c
(q)
k

, σ2
k

(q)
)

P

K
ℓ=1 π

(q)
ℓ
N (yi; a(q)x2

i +b(q)xi+c
(q)
k

, σ2
ℓ

(q))
·

Etape M (Maximisation) Cette étape consiste à calculer le vecteur paramètreΨ
(q+1) qui maximise, par rap-

port àΨ, la quantitéQ(Ψ;Ψ(q)) qui, dans notre situation, s’écrit

Q(Ψ;Ψ(q)) =
∑

k,i

t
(q)
ik log πk −

1

2

∑

k,i

t
(q)
ik

[
log(2π) + log σ2

k +
(yi − (ax2

i + bxi + ck))2

σ2
k

]
.

Comme dans la situation classique des modèles de mélange gaussiens, on peut vérifier que les proportions sont
données parπ(q+1)

k =
∑n

i=1 t
(q)
ik /n. La maximisation par rapport aux paramètresa, b, ck etσ2

k ne peut, quant à elle,
pas se faire analytiquement. Par contre, il est possible de maximiserQ par rapport àa, b, ck, pour des paramètres

σ2
k fixés, et inversement. Cela nous permet de calculer des paramètresa(q+1), b(q+1), c(q+1)

k etσ2
k

(q+1)
garantissant

simplementQ(Ψ(q+1);Ψ(q)) ≥ Q(Ψ(q);Ψ(q)). Cette alternative, souvent employée quand l’étape M est difficile
à effectuer directement, nous fournit un algorithme EM généralisé (GEM) [DEM 77, MCL 97] dont les propriétés
de convergence sont les mêmes que celles de l’algorithme EM.

4. Expérimentations sur des signaux simulés

Cette section évalue l’algorithme proposé sur des signaux simulés en termes de précision de débruitage. Chaque
signal est simulé suivant une fonction de régression polynômiale de degré deux avec un bruit distribué suivant
un mélange de densités gaussiennes. Pour choisir les paramètres de simulation, nous considérons la nouvelle
paramétrisationα(x − β)2 + γ du polynôme du second degré. Dans cette formulation, la concavité/convexité
est réglée par le paramètreα, le paramètreβ contrôle la position de l’axe de symétrie de la fonction de régression
et le paramètreγ permet de régler la valeur du polynôme pourx = 0. Notons que ce dernier paramètre n’a aucune
influence sur la qualité des estimations des autres paramètres. Ici, seuls les polynômes de régression concaves
(α < 0) sont considérés pour leur adéquation avec les signaux réels. La taille de l’échantillon considéré dans
toutes les simulations est den = 600.

Trois différents ensembles de simulations sont considérés: le premier analyse l’effet de la concavité du poly-
nôme de régression (ou du paramètreα) sur la précision des paramètres ; le second observe les effets du rapport
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des variancesσ2
1/σ2

2 et du rapport des proportionsπ1/π2 sur la qualité des paramètres ; le troisième ensemble de
simulations analyse l’effet de la position du centreµ de la seconde composante du mélange sur l’estimation. Nous
avons choisi des momentsµ toujours en liaison avec les connaissances a priori sur la nature de la seconde compo-
sante du bruit de notre application. La qualité de l’estimation des paramètres est mesurée par la valeur absolue de
l’écart entre la vraisemblance calculée sur le paramètre estimé Ψ̂ et celle calculée sur le paramètre de simulation
Ψvrai, divisée par la taille d’échantillonn, |L(Ψvrai)− L(Ψ̂)|/n. Puisque la vraisemblance croît généralement
avec la taille de l’échantillon, la normalisation parn permet d’obtenir un critère de comparaison très peu sensible
à cette taille. Pour chaque vecteur de paramètres, 20 réalisations de bruit sont générées et l’erreur d’estimation
commise est moyennée sur ces 20 simulations (Monte-Carlo).La section suivante détaille les trois ensembles de
simulations.

4.1. Effet de la concavité du polynôme de régression sur la qualité des paramètres estimés

L’effet de la concavité du polynôme de régression sur la qualité de l’estimation est observé en considérant
les valeurs décroissantes deα suivantes : -0.0008, -0.0016, -0.002, -0.01, -0.1. Deux situations différentes de
symétrie du polynôme de régression correspondant àβ = 0.5 × 600 = 300 (signal symétrique sur[1; 600]) et
β = 0.75×600 = 450 (signal non-symétrique sur[1; 600]), sont considérées. Les autres paramètres de simulation,
choisis en fonction des situations réelles, sont :γ = 150, π1 = 0.75, π2 = 0.25, σ2

1 = 20, σ2
2 = 100 andµ = −10.

La figure 1 montre un exemple de signal simulé symétrique avecla densité de bruit correspondante (la densité
mélange est représentée en trait continu et les composantesdu mélange en pointillés). La figure 2 montre la courbe
de régression estimée et la densité mélange estimée du bruit, correspondant au signal de la figure 1.
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FIG . 1. A gauche : exemple de signal symétrique généré et courbe de régression correspondante (α = −0.001,
β = 300, γ = 150) ; à droite : densité mélange du bruit et composantes associées.
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FIG . 2. A gauche : courbe de régression estimée (en pointillés) et vrai courbe de régression (en trait continu) pour
le signal représenté dans la figure 1 ; à droite : densité mélange estimée (en pointillés) et vraie densité mélange
(en trait continu).

Le tableau 1 reporte, pour les deux situations de symétrie, l’erreur d’estimation en fonction du paramètre
α. On remarque que les erreurs sont quasi-identiques pour lesdeux situations de symétrie ; ce qui prouve que
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les coefficientsα et β n’ont aucune influence sur la qualité de l’estimation. Les bonnes performances de notre
algorithme GEM peuvent être attribuées au peu de paramètresdu modèle à estimer qui est dû à la dimension peu
élevée des données (dimension 1) et au faible nombre de composantes du mélange (K = 2).

α -0.0008 -0.0016 -0.002 -0.01 -0.1
erreur (signal symétrique) 0.005 0.006 0.005 0.005 0.005

erreur (signal non symétrique) 0.007 0.005 0.004 0.007 0.006

TAB . 1. Erreur d’estimation obtenue avec l’algorithme proposé en fonction du degré de concavité du polynôme de
régression pour des signaux symétrique et non-symétrique.

Dans toute la suite, pour simplifier, nous nous restreignonsà des polynômes de régression symétriques sur
l’intervalle temporel[1; 600], c’est-à-dire àβ = 300.

4.2. Effet du rapport des variancesσ2
1/σ2

2 et du rapport des proportionsπ1/π2 sur la précision d’estimation

L’influence du rapport des variances est étudié en observantla qualité des paramètres pour différentes valeurs
deσ2

1/σ2
2 . Les valeurs 1/3, 1/2, 1, 2 et 3 de ce rapport ont été retenues tandis que les autres paramètres de simulation

ont été fixés, conformément aux signaux réels, àα = −0.001, β = 300, γ = 150, σ2
1 = 20, π1 = 0.75, π2 = 0.25,

µ = −10. De la même manière, nous considérons les valeurs 1/3, 1/2, 1, 2 et 3 du rapport de proportions pour
observer son effet sur la qualité des estimations, les autres paramètres étant fixés àα = −0.001,β = 300, γ = 150,
σ2

1 = 20, σ2
2 = 100, µ = −10. Le tableau 2 montre clairement que la qualité d’estimationne varie presque pas

avec le rapport des variances ou le rapport des proportions.Les bonnes performances de notre algorithme GEM
peuvent être attribuées aux mêmes raisons que celles évoquées dans la section 4.1.

σ2
1/σ2

2 1/3 1/2 1 2 3 π1/π2 1/3 1/2 1 2 3
erreur 0.006 0.006 0.006 0.006 0.005 erreur 0.006 0.006 0.005 0.006 0.005

TAB . 2. Erreurs d’estimation obtenues en fonction du rapport des variances et en fonction du rapport des propor-
tions.

4.3. Effet de la position du centreµ de la densité de la seconde composante du mélange, sur la qualité de la
solution

De façon similaire aux sections précédentes, le tableau 3 fournit les résultats d’estimation obtenus en fonction
de la position du centreµ, les autres paramètres étant fixés àα = −0.001, β = 300, γ = 150, π1 = 0.75,
π2 = 0.25, σ2

1 = 20 et σ2
2 = 100. On observe qu’il n’y a presque pas d’influence sur la qualitédes estimations.

Ces bonnes performances peuvent être aussi attribuées au faible nombre de paramètres du modèle à estimer.

µ -20 -15 -10 -5 0
erreur 0.006 0.006 0.006 0.007 0.006

TAB . 3. Erreur d’estimation en fonction de la position du centreµ de la seconde composante du mélange.

5. Conclusion

Une méthode originale pour le débruitage de signaux est proposée dans cet article. Celle-ci est basée sur un
modèle de régression où le bruit, supposé additif, suit un mélange de distributions gaussiennes unidimensionnelles.
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Pour estimer les paramètres du modèle, un algorithme EM généralisé (GEM) est proposé. L’étude expérimentale
menée sur des signaux simulés montre que l’algorithme fournit d’assez bons résultats d’estimation et par consé-
quent un débruitage assez fin des signaux. Une étude expérimentale permettant d’étendre, sur des signaux réels, la
méthode proposée dans cet article, à une version intégrant un modèle de mélange non nécessairement gaussien est
en cours de développement.

6. Bibliographie

[BAR 05] BARTOLUCCI L., SCACCIA L., The use of mixtures for dealing with non-normal regression errors,Computational
statistics and data analysis, vol. 48, 2005, p. 821-834.

[DEM 77] DEMPSTERA. P., LAIRD N. M., RUBIN D. B., Maximum likelihood from incomplete data via the EM algorithm,
Journal of the Royal Statistical Society Series B, vol. 39, no 1, 1977, p. 1-38.

[DES 88] DESARBO W. S., CRON W. L., A maximum likelihood methodology for clusterwise linear regression,Journal of
classification, vol. 5(1), 1988, p. 249-282.

[FES 01] FESSANTF., AKNIN P., VILETTE F., Modélisation électrique du circuit de voie, élément du système de transmission
voie-machine des TGV,Revue 3EI, vol. 27, 2001, p. 46-52.

[MCL 97] M CLACHLAN G., KRISHNAN T., The EM algorithm and extentions, Wiley, 1997.

[MCL 00] M CLACHLAN G., PEEL D., Finite mixture models, Wiley, 2000.

� 199 �



 
 
 
 
 
Classification des images ISAR pour la reconnaissance des cibles  
 
Abdelmalek TOUMI, Brigitte HOELTZENER et Ali KHENCHAF 
 
Laboratoire E3I2 – EA 3876 
Ecole Nationale Supérieure d'Ingénieurs des Etudes et Techniques d'Armement (ENSIETA) 
2 rue François Verny 29806 Brest Cedex 9, France 
{toumiab, hoeltzbr, Ali.khenchaf@ensieta.fr} 
 
 
 
RÉSUMÉ. Le domaine de la reconnaissance de formes connaît aujourd'hui une activité importante en raison de la 
grande panoplie d’applications qu'il permet d'aborder, ceci face à la croissance du nombre et à la complexité des 
demandes exprimées dans les secteurs porteurs comme les systèmes de défense et de la surveillance pour la sécurité. 
La problématique générale présentée dans ce papier concerne les systèmes intelligents, dédiés à l’aide à la décision 
dans le domaine radar. En cela, on se retrouve à un carrefour d'approches aussi variées que spécifiques dans le 
contexte du processus d’extraction de connaissances à partir de données. 

MOTS-CLÉS : Classification, ISAR, Reconnaissance des cibles radar. 

 
 
 

1 Introduction 
La reconnaissance des formes (RF) est la première étape du long processus de compréhension de notre 
environnement. Par conséquent, on se retrouve dans l’optique des systèmes de l’intelligence artificielle ou 
encore de la reconnaissance artificielle de forme qui traite de la prise de décision automatique. C’est dans 
ce contexte que des travaux de recherche importants sont déployés pour permettre aux systèmes radars de 
réaliser des tâches liées à l’intelligence artificielle (ex. : capture d’expertise sur les données et inférence de 
règles pour qualifier les données – [TOU 06]), de percevoir l'environnement au-delà du système sensoriel 
puis de réaliser des étapes de perception de plus en plus fines. Cette présentation, concerne davantage la 
description des traitements adoptés pour l’extraction des informations à partir des données, avec une 
focalisation particulière faite sur le problème de l’extraction des primitives. Ces primitives doivent être les 
mieux adaptées aux images ISAR (Inverse synthetic Aperture Radar) reconstruites à partir d’un signal 
radar brut. La dernière partie présente l’architecture globale de la reconnaissance ainsi que les résultats 
obtenus au titre de ces travaux. Dans [TOU 06] on trouvera la présentation de la chaîne de traitements 
adaptée au domaine radar et inspirée du processus d’extraction de connaissances à partir de données 
(ECD) [FRA 91].  

2 Données radar expérimentales 
Pour la phase expérimentale, nous avons eu recours à des données acquises dans la chambre anéchoïque 
du laboratoire E3I2 de dimension finie simulant un espace libre. Nous avons utilisé 11 maquettes (A10, 
F104, F14, F4, Mig29, Tornado, Harrier, F15, F16, F117, F18) à l’échelle 1/48ième, Chaque cible est 
illuminée par une rafale d’émission d’une bande de fréquence de [11,65 : 18] GHz avec un pas fréquentiel 

� 200 �



de 50 MHz pour un angle de rotation θ donné. La simulation est répétée pour chaque angle du domaine 
angulaire [-5° : 95°] avec un pas angulaire de 0.5°. La polarisation d’émission est horizontale et celle de la 
réception est verticale. On obtient alors 201 réponses, chacune correspond à un angle donné. La première 
transformation consiste à reconstruire l’image ISAR à partir des signaux réfléchis par la cible. 

2.1 Images ISAR 
Une des propriétés intéressante qui est liée à la forme intime de la cible, est sa réflectivité. Elle est définie 
comme la distribution spatiale de toute la capacité de réflexion concentrée dans quelques régions 
restreintes, appelées points brillants ou centres de réflexion. Pour plus de précision, en projetant les points 
brillants sur l’axe de visée du radar, on obtient les profils de distance. Une deuxième projection des points 
brillants sur l’axe perpendiculaire est effectuée pour conserver l’information transverse et obtenir une 
image (bidimensionnelle) dite image ISAR (l’information transverse est obtenue par l’analyse spectrale -
Doppler- du signal reçu) [MUS 96]. Nous obtenons 162 images ISAR pour chaque cible en utilisant la 
Transformée de Fourier (TF-2D), d’une taille de 256x256. Chaque image correspond à l’image de la cible 
observée sous un angle β.  

Une première approche pour l’extraction des primitives basée sur la forme de la cible est présentée 
dans [TOU 06]. Elle utilise la segmentation des images ISAR par la méthode de partage des eaux 
mosaïque (LPE). Cette approche a montré ses limites en travaillant sur des données volumineuses.  

2.2 Signature de l’image ISAR 
Des travaux récents sur la classification des images ISAR peuvent être trouvés dans [MUS 96][KIM 

05]. Il est à noter que dans le cas des images ISAR, les paramètres de reconstruction sont liés au 
mouvement de la cible imprévisible, entraînant une variation en rotation et changement d’échelle. Pour 
proposer des descripteurs invariants à la translation et au changement d’échelle, nous avons procédé par 
projection de l’image ISAR dans un plan polaire pour obtenir une nouvelle image appelée Image Polaire 
(voir figure 1). Ceci a été réalisé à partir de l’algorithme «Polaire» suivi de la projection sur l’axe-r noté 

)(rI r et de la projection sur l’axe-θ  noté ( )Iθ θ  : 
   Et   

 
 
 

  Avec         
 I(xi,yj) : image ISAR  

       IP (rm , θn) : image polaire reconstruite 
 

 
Pour vérifier l’invariance de l’image polaire au changement d’échelle et à la rotation, nous avons 

effectué une rotation de π/4 et un changement d’échelle de 1/ 2 de l’image ISAR originale présentée dans 
la figure 1.a (on a choisi le changement d’échelle qui correspond à la rotation pour garder une même taille 
initiale de l’image après rotation). Rappelons ici, que la technique d’interpolation choisie est 
l’interpolation linéaire pour réduire l’échelle de l’image.  

Nous pouvons constater, le changement entre les deux vecteurs de projection )(rI r  entre l’image 
originale (cf. figure 1.a) et l’image résultat (cf. figure 1.b). Ceci s’explique par l’effet produit par la 
méthode d’interpolation utilisée pour effectuer le changement d’échelle de l’image ISAR originale. Par 
contre, la rotation est représentée par un décalage bien apparent spécialement sur )(θθI  et l’image polaire 
IP (r,θ) ( voir figure 1.b) qui correspond à une rotation de π/4 qu’on a effectuée. Pour assurer une 
invariance à cette rotation, les descripteurs de Fourier notés dfθ sont calculés à partir de )(θθI . Seulement 
la moitié des descripteurs est prise en compte. Finalement, dans la base d’apprentissage, une image ISAR 
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k d’une cible P sera représentée par la signature polaire composée par quatre vecteurs V1, V2, V3 et V4 où 
V1 est le vecteur rI ( correspond à la projection de l’image polaire sur l’axe des rayons-r), V2 est le 
vecteur dfθ ( vecteur des descripteurs de Fourier), V3 est le vecteur Iθ , et V4 est l’image polaire 
compressée par l’ACP- ACP( ( , )pI r θ ).      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figure 1. a- Image ISAR d’une cible aérienne et sa signature polaire. b- Image ISAR avec un changement d’échelle 
et de rotation et sa signature polaire correspondante,  ( min max50, 0, 50rN N R Rθ= = = = ).    

2.3 Architecture de système de reconnaissance  
Dans l’objectif de construire une base 
d’apprentissage la plus représentative de chaque 
cible, l’idée est d’effectuer une classification 
non supervisée pour chaque classe (cible). Les 
images qui représentent les centres des sous-
classes, sont sélectionnées pour constituer la 
base d’apprentissage. Nous avons choisi pour 
cela, d’utiliser la méthode de Ward qui opère par 
classification hiérarchique ascendante (CAH) 
[WAR 63]. D’autres techniques de classification 
non supervisée [ASS 05] peuvent êtres 
appliquées comme K-means [HAR 79] ou les 
cartes auto-organisatrices de Kohonen [BAL 
03]. L’architecture de notre système de 
reconnaissance se base quant à lui, sur trois 
classifieurs (voir figure 2), chacun d’entre eux se 
focalise sur une partie de la signature de chaque 
image. Le premier classifieur intègre le calcul 
des coefficients de corrélation normalisés 1( , )C p k  
entre rI  de l’image requête (image inconnue) et 
le vecteurs V1 de chaque image k de la cible p de 
la base d’apprentissage avec 1,.., pk K=  
et 1,..,p P=  où P et Kp sont respectivement, le 
nombre total des cibles et  le nombre total des Figure 2- Architecture de la reconnaissance. 

Rotation de π/4 

Changement d’échelle
de 1/ 2  

Image ISAR résultat Image ISAR originale  

Signature 
polaire  

(a) (b)
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images de la cible p dans la base d’apprentissage. Les 
1

P
i

i
K

=
∑  coefficients calculés par le classifieur C1 

sont ensuite ordonnés par ordre décroissant et l’index des images correspondant à cet ordre est récupéré. 
Enfin, seulement un pourcentage %λ  de cet index est envoyé au classifieur C2. Nous notons S1 le vecteur 
des indexes envoyé par le premier classifieur vers le second classifieur C2. L’idée ici est fondée sur 
l’hypothèse que l’image la plus proche de l’image requête se trouve parmi les %λ  des images de la base 
d’apprentissage dont les coefficients de corrélation sont les plus grands. Ensuite, le classifieur C2 calcule 
les coefficients de corrélation normalisés 2( , )C p k sur le vecteur des descripteurs de Fourier dfθ  entre une 
image requête et les images de l’index S1 (i.e. ( , ) 1p k S∈ ). Les coefficients 2( , )C p k  sont ensuite ordonnés 
par ordre décroissant et de la même manière, seulement les premières %η  des images de nouvel index 
sont retenues. Le vecteur des indexes, noté S2, est envoyé au classifieur C3. Dans le dernier classifieur, on 
commence par aligner l’image polaire (image requête) avant de la compresser. En effet, on calcule la 
valeur du décalage entre les deux vecteurs Iθ  et V3 pour décaler l’image polaire requête. Une approche 
systématique qui estime la valeur du décalage de translation (shifts translation) entre deux vecteurs Iθ  et 
V3 est le « matching score ». Cette approche est définie comme la valeur maximale des coefficients de 
corrélation normalisés de tous les décalages linéaires entre deux vecteurs [LI 93]. Par la suite, une mesure 
de similarité (C3(p,k), avec ( , ) 2p k S∈ ) via la distance Euclidienne est calculée entre une image requête 
alignée puis compressée et une images référencée dans S2. Le vecteur de distance C3(p,k) est ordonné par 
ordre croissant. Seules les premières images qui correspondent aux plus petites distances référencées dans 
C3 sont affichées (l’utilisateur peut intervenir pour changer le nombre d’images à afficher). 

3 Résultats  
Pour les tests réalisés, nous avons utilisé 11 maquettes (chaque maquette correspond à une cible). La base 
de données pour les expérimentations est constituée de 1782 images ISAR. La base de données est divisée 
en deux bases, une de test et une d’apprentissage (base de test est complémentaire de la base 
d’apprentissage). Dans l’ensemble des résultats, 30%λ =  et 10%η = . Nous avons obtenu un taux de 
reconnaissance proche de 100%. Pour tester la robustesse de notre architecture, nous avons bruité le signal 
brut avant la reconstruction des images ISAR. Par la suite, nous avons effectué une rotation aléatoire 
(entre 0° et 360°) et un changement d’échelle entre [1: 2 ] pour toute la base de données comme il est 
illustré par la figure 2. Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 1 en fonction du rapport 
signal/bruit (SNR) et des plages (a-b) de nombre de classes. Selon les plages (a-b) de nombre de partition, 
une meilleure partition dans cet intervalle a été obtenue en utilisant la méthode de Ward. Ce qui assure une 
plus petite inertie intraclasse et une plus grande inertie interclasse. Les taux de bonne classification sont 
calculés à partir de la matrice de confusion de l’ensemble des classes. 
 

 
Tableau 1- Résultats de la classification. 

Taux 
(a-b) SNR 

Taux 1 (%) Taux 2 (%) Taux 3 (%) Taille de la base 
d’apprentissage 

+ 5 72,555 80,811 86,294 202 images 

-1 66,510 73,337 80,883 200 images 17-20 
-5 59,952 60,024 71,398 203 images 
+ 5  74,158 81,446 87,245 210 images 
-1  67,329 74,152 82,007 209 images 17-23 
-5  60,710 60,290 72,041 214 images 
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4 Conclusion  
Tout système de reconnaissance de forme est fortement corrélé aux primitives caractérisant les formes. 
Dans ce sens, nous avons proposé la projection de l’image ISAR dans le plan polaire afin de reconstruire 
une nouvelle image appelée image polaire. A partir de cette dernière et afin de réduire la dimensionnalité 
de l’espace représentatif de l’image polaire, la projection sur l’axe-θ et l’axe-r ainsi qu’une compression 
via l’ACP ont été réalisées. L’architecture hiérarchique a permis une classification raffinée sur trois 
niveaux avec le souci de réduire les temps calcul du système.  
Pour tenir compte des conditions réelles d’application, nos futurs travaux s’orientent vers l’intégration 
d’indicateurs voire de modèles environnementaux (ex. : fouillis terrestre, de mer) afin d’étudier la 
robustesse et prévoir des modes d’adaptation du système à l’environnement. 
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RÉSUMÉ. Dans ce papier, à partir d’ un tableau de dissimilarités, on étudie deux modèles pour la recherche d’une 
partition des objets en classes homogènes. On utilise l’approche des moindres carrés pour estimer les paramètres  
des modèles proposés.

MOTS-CLÉS :  classification,  moindres carrés.

1 Introduction
Let  O ={o1,…,oI} be a finite set on  I ≥1 units (objects) and suppose that a (I × I) dissimilarity matrix 
D=[dil] on O has been observed. D satisfies the usual properties: (i) dil ≥ 0, (i,l=1,…,I); (ii) oi=ol ⇒ dil = 0 
for (i,j=1,…,I); (iii) dil = dli for (i,l=1,…,I). 
The cluster analysis or unsupervised classification of objects through the matrix D is, in this paper, seen as 
the statistical  modeling problem of fitting an expected  classification model (e.g.,  partition,  hierarchy, 
pyramid, etc.) - which is one-to-one associated to a specific dissimilarity classification matrix Dc.- to the 
dissimilarity data D.  Formally the cluster analysis problem can be statistically stated as follows

D = Dc + E, (1)

where  E is  the  error  matrix  describing  the  part  of  the  observed  dissimilarity  matrix  D which  is  not 
explained by the classification matrix Dc. It represents the extent to which an observed dissimilarity matrix 
D differs  from its  expected  classification  model  represented  by  Dc.  In  order  to  complete  the  model 
description the  characteristics  of  the  matrix  E must  be  specified.  Customary specification is  that  the 
expected value of eil is supposed zero. For this paper, the classification matrix corresponding to a partition 
will be discussed and the model free least-squares estimation method will be adopted. 

2 Notation
For the convenience of the reader, the terminology used in this paper is listed here:
I, P number of objects; number of classes of the partition of objects;
O ={o1,…,oI}   set of I objects to be classified or simply its set of indices;
C partition  C={C1…,Cp,…,CP} of  O, where  Cp is the  pth subset of objects of  O or 

simply the subset of indices pertaining to these objects;

� 205 �



D=[dil] (I × I) matrix specifying dissimilarities between objects (oi, oj), i, j=1,…,I; 
M=[mip] (I × P) membership matrix specifying a partition C of objects in P classes, where 

mip =1 if the ith object oi belongs to pth class Cp, mip=0 otherwise. Therefore, matrix 
M is constrained to be binary and row-stochastic, i.e., with one nonzero element 
per row; 

P=[pil] (I × I) matrix  specifying  an  2-ultrametric  distance  between objects  (oi,  ol),  i, 
l=1,…,I, i.e., an ultrametric matrix with at most 2 different off-diagonal values;  

E =[eil] (I × I) matrix of error terms.

3 The partition model and the associated dissimilarity classification matrix

3.1 Partitioning Model with Equal Heterogeneity and Isolation
A classification matrix specifying a partition with equal heterogeneity and isolation in now discussed. To 
any partition C, defined as a set of disjoint subsets of O such that their union is O itself, a (2-Ultrametric) 
classification  matrix Dc=P can  be  associated.   In  fact,  P is  an  ultrametric  matrix  with  off-diagonal 
elements that can assume one of at most 2 different values 0 < α1 ≤ α2. Formally: P=[pil], pil≥0, pil = pli, pij  

≤ max(pik, plk) ∀ (i,l,k) and pil ∈{0, α1, α2} ∀ (i,l). Triplets of elements of P are of one of the three types 
(α1,  α1,  α1), (α1,  α2,  α2), (α2,  α2,  α2), respectively, corresponding to three, two, none objects in a same 
class. These triplets in turn satisfy the ultrametric inequality. 
Matrix P can be written as a function of α1, α2 and of a (I × I) binary matrix S≡[sil] specifying a particular 
similarity matrix, where entries sii = 1, (i=1,…,I); sil = 1 (resp., 0), if objects ith and lth belong (resp., do 
not belong) to the same class of the partition C   (i, l = 1, ..., I). Thus, 

P = α2(11′- S) + α1(S-I), (2)

where 1 is a vector of ones and I is the identity matrix of order I and  0 < α1 ≤ α2. Now, since   S= MM′, 
where M is a binary membership matrix specifying a partition C, matrix P can be rewritten,  

P  = α2(11′- MM′) + α1(MM′-I). (2′)

This classification matrix identifies the most parsimonious partitioning model where the within clusters 
dissimilarities of the classes of the partition  C are supposed all equal to  α1 while the between clusters 
dissimilarities are hypothesized all equal to α2.
The value  α1 measures the  heterogeneity or lack of cohesion of objects in each class of  C;  while  α2 

evaluates the isolation between classes of  C. Therefore this model supposes equal heterogeneity in each 
class of  C and equal isolation between classes. Of course, it is suitable that  α1 ≤ α2 as required in a 2-
ultrametric matrix.
Let C  be the set of partitions of O and let DP be the set of 2-ultrametric matrices P with fixed α1 

and  α2,  thus,  Vicari  &  Vichi  (2000),  show that  there  exists  a  bijection between  C and  DP. 
Furthermore,  any 2-Ultrametric  matrix  can  be  represented  by  a  dendrogram with  at  most  two levels 
(height of the tree), briefly named 2-dendrogram.  

3.2 Partitioning Model with Different Heterogeneity and Isolation
In  the  previous  partitioning  model  equal  heterogeneity  or  lack  of  cohesion  in  the  classes  and  equal 
isolation between classes has been hypothesized. In this section different heterogeneity within clusters and 
isolation between clusters is hypothesized in the partition and the corresponding classification matrix is 
discussed. To  any  partition C of  O a dissimilarity classification matrix  Dc=Q can be associated, where 
objects oi∈Cp have associated values Wdpp>0 of the diagonal matrix DW; while objects oi∈Cp and ol∈Ch (p≠
h), have associated values Bdph>0 of DB. Each value Wdpp of DW is a  measure of heterogeneity or lack of 
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cohesion of objects in the class Cp of C; while each values Bdph is a measure of isolation between classes 
Cp and Ch. Therefore, a dissimilarity classification matrix is defined as follows

Q = MDBM′ + MDWM′ - diag(MDWM′), (3)

where DB is a (P × P) “core” dissimilarity matrix specifying the expected dissimilarity between pairs of 
clusters of the partition C, DW is a diagonal matrix of order P specifying the expected dissimilarity within 
each cluster. Matrices DB and DW control the heterogeneity and isolation of the partition C.
Therefore,  the  dissimilarity  partitioning matrix  Q identifies  a  more flexible  partition,  where  both the 
expected  within  clusters  dissimilarities  and  the  expected  between  clusters  dissimilarities  may  differ 
between clusters.  If  matrix  DB =  α2 (1P1′P –IP)  and matrix  DW =  α1IP,  with  α1 ≤ α2,  then matrix (3) 
coincides with matrix (2′), i.e., P=Q, (where 1P and IP is a vector and a square matric of order p). 
Matrix Q specifies a partition C in “well-structured clusters” if the largest heterogeneity of a class of C is 
smaller of equal to the smallest isolation between two classes of C, i.e., formally 

max{Wdpp∈DW} ≤ min{Bdph∈DB : (p≠h)}.  (4)

Given  two  matrices  DW and  DB specifying  a  partition  C in  “well-structured  clusters”,  if  DB is  an 
ultrametric matrix with at most P-1 different values, then matrix Q is an ultrametric matrix with at most 
2P-1 levels (internal nodes of the dendrogram).

4 LS estimation of the partitioning models
The  semi-parametric  least-squares  estimation  of  model  (1)  when  the  classification  matrix  is  a  2- 
ultrametric matrix corresponds to find P that minimizes the following quadratic constrained problem 
    

F(P) = || D – P ||2
subject to P to be 2-Ultrametric matrix. [P1]

 
If in equation (2), α2 = 1 and  α1=0, then matrix P becomes: P = 11′- S. In this case, it is interesting to see 
that  problem  [P1]  is  equivalent  to  the  linear  0/1-integer  programming  clique-partitioning problem 
(Reigner 1965). If integer variables sil are replaced by continuous variables: 0 ≤ sil  ≤ 1, (1 ≤ i < l ≤ I) the 
relaxation of [P1], (with α2 = 1 and α1=0), is a linear programming problem which solution, when all sil∈{
0,  1},  is  also  the  solution  of  [P1].  In  practice,  it  appears  that  the  relaxation  of  [P1]  often,  but  not 
invariably, has a 0/1 solution (Grötschel and Wakabayashi 1989). There can be more than one optimal 
solution, and different solutions can be identified by solving a series of linear programming problems in 
which different small random quantities are added to the right hand sides of inequalities in [P1]. If the 
solution  that  is  obtained  is  not  integer,  more  elaborate  algorithms  are  required  to  provide  heuristic 
solutions to the clique-partitioning problem; several algorithms of this type are reviewed by Hansen et al. 
(1994). 
Including expression (2′) in problem [P1] and rewriting constraints on the binary matrix M, problem [P1] 
needs to minimize, with respect to α1, α2 and M,

F(α1, α2, M) =  ||D -α2(11′- MM′) - α1(MM′-I)||2
subject to [P2]
0 < α1 ≤ α2; 

mip ≥ 0  (i=1,…,I; p=1,…,P), ∑
=

=
P

p
ipm

1
1 (i=1,…,I).

� 207 �



Problem [P2] can be solved considering a coordinate descent algorithm, which alternates between the 
update of α1, α2 and M. The update of α1 and α2 are given by   

α1=trM′DM/tr(MM′- I)2 =

∑

∑ ∑

=

=
<

∈

−P

p p

P

p
li

Cli
il

In

d
p

1
2

1 ,
2

, α2=(tr1′D1-trM′DM)/tr(11′-MM′)2=

∑

∑ ∑ ∑

=

−

= +=

<
∈
∈

− P

p p

P

p

P

ph

li
Cl
Ci

il

nI

d
h

p

1
22

1

1 1
2

where np is the size of cluster Cp.
The update of the matrix M is given by solving for each row of M an assignment problem. At each step of 
the coordinate descent algorithm F(α1, α2, M) does not increase; thus since this function is bounded below 
the algorithm stops to a stationary point that turns to be at least a local minimum of the problem. 
The semi-parametric least-squares estimation of model (1) when the partitioning matrix (3) is considered, 
corresponds to find Q that minimizes the following quadratic constrained problem 
    

F2(M, DB, Dw) = || D – MDBM′ - MDWM′ + diag(MDWM′) ||2
subject to [P3]
max{Wdpp∈DW} ≤ min{Bdph∈DB : (h≠p)}
mip ≥ 0 (i=1,…,I; p=1,…,P),

∑
=

=
P

p
ipm

1
1 (i=1,…,I),

Problem [P2] can be solved by considering a coordinate descent algorithm, which alternates between the 
update of α1, α2 and M. The update of α1 and α2 are given by  
 

Wdpp = 
∑ ∑

∑ ∑

=
≠
=

=
≠
=

I

i

I

ji
l

lpip

I

i

I

ji
l

jpipil

mm

mmd

1 1

1 1

   Bdph =
∑ ∑

∑ ∑

=
≠
=

=
≠
=

I

i

I

ji
l

lhip

I

i

I

ji
l

lhipil

mm

mmd

1 1

1 1

.

The update of the matrix  M is given by solving for each row of  M an assignment problem as in the 
previous algorithm.
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